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Resumo: Neste trabalho, desenvolvera-se expressoes para o potencial vetor e o campo magnético
originario de um cilindro supercondutor infinito de acordo com a equagao de London e de modo
a rediscutir o artigo de Miguel C. N. Fiolhais e Hanno Essén ao mesmo tempo em que sdo feitas
visualizagGes para a configuragdo do campo magnético - os quais indicam o surgimento e evolugao de
vortices e turbuléncia internamente e externamente conforme o cilindro passa de um estado normal
para um supercondutivo. Por ultimo, sao colocados ingredientes para uma eventual tentativa de
caracterizar a corrente dos elétrons superfluidos no supercondutor.

Palavras-chave: eletromagnetismo classico, modelo de london, supercondutores

Abstract: In this work, expressions will be developed for the vector potential and the
magnetic field originating from an infinite superconducting cylinder in accordance with the London
equation and in order to re-discuss the article by Miguel C. N. Fiolhais and Hanno Essén at the
same time as visualizations are made for the configuration of the magnetic field - which indicate the
emergence and evolution of vortices and turbulence internally and externally as the cylinder passes
from a normal to a superconductive state. Finally, ingredients are placed for a possible attempt to
characterize the current of superfluid electrons in the superconductor.
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I. INTRODUCAO
A. Objetivos

Neste escrito, fard-se uma rediscussao do artigo "Magnetic field expulsion from an infinite cylindrical supercon-
ductor"dos autores Miguel C. N. Fiolhais e Hanno Essén [1], o qual diz respeito a dedugdo dos campos magnéticos
externos e interiores a um cilindro supercondutor no qual as equagoes de London sao validas.

Os objetivos nessa rediscussao sao discutir e explicitar os passos intermediarios da dedugdo com maiores detalhes
e identificar um plano de acao para caracterizar a corrente de superfluido associado ao supercondutor. Por dltimo, é
estudado a composi¢ao do campo magnético para diferentes .

B. Modelo de London para a supercondutividade

O modelo de London é o primeiro modelo fenomenolégico desenvolvido para um material que apresenta tanto
condutividade perfeita quanto a presenca do efeito Meissner-Ochsenfeld: a expulsao do campo magnético de modo
que haja somente uma dependéncia no estado atual do sistema, sem dependéncia temporal em relagao aos estado
anterior do material. [2].

Nesse contexto, a descri¢cao de acordo com London foi amplamente explorada na literatura para fins didaticos devido
a sua simplicidade e historicidade, sendo costumario cité-lo na introducao em livros-textos sobre supercondutividade.
1]

O modelo de London pode ser enunciado, utilizando o formalismo do potencial vetor, como sendo expresso pela eq.
1, onde J é a densidade de corrente associada a um superfluido eletrénico, A é o fator conhecido como profundidade
de penetragao de London - o qual se associa com o nimero de elétrons superfluidos (ng) pela eq. 2, e Aéo potencial
vetor tal que o campo magnético se da por B = V x A. [1] [2]

A principal hipotese de trabalho para o modelo é a tese de que na transicao de um estado normal para um estado
supercondutivo, uma fragao dos elétrons do solido se tornam superfluidos, o que faz com que esses elétrons se movam
sem dissipagao e portanto sem resisténcia - o que geraria um "curto circuito"e anularia a resistividade do material.
Uma derivacao detalhada da equagao da eq. de London pode ser encontrada no livro "Superconductivity, Superfluids
and Condensates", de James F. Annett. [2]
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No artigo segundo Miguel e Hanno, propoe-se uma resolugao detalhada do caso onde ha um supercondutor cilindrico
de largura infinita e descrito pelo modelo de London de tal modo que ele tenha um raio de tamanho finito e esteja
sob influéncia de um campo externo perpendicular ao eixo de simetria. [1]

O resultado dos autores é a dedugao do campo magnético interior e exterior ao cilindro, a dedugao da componente
paralela ao eixo de simetria para o potencial vetor e uma consequente discussao e visualizacao destes.

Nas proximas segoes, irei reapresentar a solugao original dos autores visando explicitar melhor os passos interme-
diarios bem como irei apresentar uma discussao mais aprofundada acerca da configuracdo do campo magnético em
si.

II. DESENVOLVIMENTO
A. Formulagao do sistema e condigoes de contorno

No sistema proposto, temos um cilindro supercondutor sujeito a eq. de London cujo eixo de simetria esta alinhado
a0 eixo Z com raio de tamanho R bem como um campo magnético externo By constante na diregao y dado pela eq. 3.

By = Bojj = By( cos ) + psin 0) (3)
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Assumindo um sistema estatico e supondo a escolha de calibre para o vetor potencial como sendo a de Coulomb
(V- A=0), teremos que a formulacao potencial das equagdes de Maxwell serdo dadas pelas equagdes 5 e 4

V24 + Mojz 0 (4)

vy = Lo (5)
€0
Por simplicidade, ou para tornar o texto mais idéntico com o artigo rediscutido, assumirei que g = 1 no restante
do texto. Ademais, o vetor potencial no exterior da esfera pode ser obtido assumindo J = 0 (eq. 7) e no interior
utiliza-se a eq. de London para a densidade de corrente, resultando na eq. 6.

=0,p<R (6)

VZA=0,p>R (7)

Sendo assim, enuncia-se agora as condigbes de contorno, nas quais se citam quatro: A equivaléncia do vetor potencial
para distancias longas com o esperado diante do campo magnético externo, a continuidade do vetor potencial nas
bordas do cilindro, a inexisténcia de correntes superficiais puras na borda do cilindro devido a existéncia de uma
corrente interna e a regularidade do vetor potencial no interior do cilindro. As quatro condigoes sdo expressas pelas
egs. 8,9,10 e 11.

B(p — 00) = Byl = By(cos ¢ + sin ¢p) ()
Alp=(R+¢€) = A(p= (R~ e)) (9)
nx[B(p=(R+e)~Blp=(R-e)]=0 (10)
Alp=0)eR (11)

Por ultimo, ha a simetria do problema que faz com que o vetor potencial e o campo magnético nao variem ao longo

0 . isto 6 OB — 04 _
do eixo Z, isto &: 57 = 52 =0

B. Resolugao do sistema

A resolucdo ocorreré inicialmente desenvolvendo as expressoes gerais para o potencial vetor na regido interna e
externa do sistema. Feito isso, serao implementadas as condi¢oes de contorno associadas ao campo externo bem como
a continuidade e regularidade do sistema.

Inicia-se resolvendo o sistema para o caso livre onde o potencial vetor é dada pela eq. 7, o qual pode ser expandido
em coordenadas cilindricas na eq. 12, e que por vez possui os laplacianos expressos pela eq. 13. Formidével.

- A 20A
20 o2 _ AP
VEA=(VRA, - 28 - 000
A 20A, . - 12
+(V2A¢*7j’p2a£)¢ (12)

+V2A.2=0
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V2A, = (13)
Felizmente, o campo magnético possui dependéncia somente em A,, o que pode ser demonstrado ao fazer o calculo
manual pela defini¢gao e impor que nao haja componente de B em 2.

- - 10A 0A
B=VxA=(2Z2_222)5
(p 96 0 )p
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Os termos com derivadas em relagao a z devem ser nulos devido a condi¢ao de simetria do problema, no qual o
vetor potencial nao deve variar ao longo do eixo 2. Tem-se também a condi¢ao da componente magnética ser nula em
2, o que faz com que a forma de B depende somente de A, conforme a eq. 15. A implementagao destas condigoes
também cria um vinculo entre A, e Ay, dado pela eq. 16. Note que essa dependéncia utiliza somente a simetria em
Z como hipétese, e portanto é valido tanto no interior quanto no exterior do cilindro.

+( (14)

~ - 104,  0A,-
B=VxA=- — 15
296" oy (15)
a(pA¢) _ 8Ap
o 00 (16)

Sendo assim, pega-se um atalho para fins de calcular o campo: A=Azeca eq. 12 se reduz para simplesmente
a eq. 13. Porém ha um custo nisso: é necessario saber todas as componentes de A para identificar J no interior do
cilindro e tal tarefa estd além do escopo deste escrito. Um plano de agao para tal esta contido em segao posterior.

A solugao para a equagao de Laplace cilindrica é bem conhecida e possui a forma dada pela eq. 17

oo

A, = Z[Ancoanb + By, sinng)[Crp™ + Dpp™ "] (17)

n=0

O proximo passo é a aquisigdo de uma expressao geral para A, no interior do cilindro, que é dado pela resolucao
da eq 13 na eq. 6. A solugao geral é apresentada pela eq. 18, no qual I,, e K, sdo as fungdes cilindricas e modificadas
de Bessel do primeiro e segundo tipo respectivamente. [1]

oo

A, = Z[En cosng + F sinnd][Grln(p/A) + Ho Ky (p/ )] (18)

n=0

Estamos de posse entao dos ingredientes para comecar a implementar as condi¢oes de contorno. O primeiro passo
é implementar a condigdo dada pela eq. 8, que diz respeito ao contorno quando p — co. O potencial vetor que da
origem ao campo magnético externo é dado pela eq. 19, onde A,C; = —By.

A=A (Cip+ Dip~Y)cosp+ K (19)

O proximo passo é implementar a regularidade do potencial vetor em p = 0, o que faz com que H,, = 0 dado que a
fungao modificada de Bessel do segundo tipo diverge: K,(p — 0) — oo.

Apos isso, para assegurar a continuidade de A, nas bordas do cilindro, sdo descartados os termos de ordem maior
do que 1 na eq. 18 devido a independéncia linear dos senos e cossenos e devido a solucao exterior nao conté-los.
Consequentemente, A, no cilindro teve ter a forma dada pela eq. 20
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Az = EoGolo(p/A) + ErG1lI1(pA) cos ¢ (20)

Novamente por independéncia linear dos cossenos, podemos igualar o fator do cosseno na eq. 20 com o da eq. 19
com p = R, o que nos daré a relacao dada pela eq. 21.

ElGlfl(R/)\) = —ByR+ A; +D1/R (21)
EyGolp(R/N) = K
O passo final das implementagoes das condigoes de contorno se dé pela inexisténcia de correntes superficiais puras
(eq. 10), o que implica na igualdade da derivada axial do potencial vetor nas bordas do cilindro, dado pela eq. 22, o
qual sao dados pelas eqgs. 24 e 25.
A derivada de A, no interior ¢é facilitada usando a relagéo da eq. 23. [1]

0A, O0A,
= (22)
oL,(p/N) _ vA
=y = lm1(p/N) = L/ (23)
%~ B I(R/N) ~ LR/ coso (24)
A (5 D) )

Ao juntar tudo, é possivel eliminar as variaveis Ay, B1,C1, E1 e G;. O trabalho é longo, mas o resultado final do
potencial vetor é dado pelas eqs. 26 e 27 para a regiao externa e interna respectivamente.

2ARIG(R/N) — R2I1(R/\)

AZ7P>R = _Bo[p+ p.[l(R/)\) ]COS¢ (26)
K 2B
A p<r = mIO(P/A) - mh (p/N) (27)

Fazendo V x A no atalho dado pelaeq. 16, é possivel entdo finalmente obtermos expressoes para o campo magnéticos,
dados pelas eqs. 28 e 29 para a regiao interna e externa respectivamente.

5 = — R—2 EL(R/)\) sin ¢p
B,sr =Bo(1 2 + 2)\p2 IO(R//\)) op o8)
R? R I (R/)) -
Bo(1+ — — QA?IO(R//\))cosgbd)
2] = ih(p/)\) sin
Bt =200, T 7 )
2BO(Io(p/A) AIl(p/A))coqu

Io(R/N) — p Io(R/N)
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III. DISCUSSOES

Com a posse da expressao do campo magnético, é possivel tomar algumas diregoes: estudar a densidade de energia

. , . 2 . . ~ ~
associada ao campo magnético ugp = £—, o que foi realizado pelos autores, ou entao estudar a configuracao do campo

2p0°
magnético para diferentes A, que é o que eu farei.
Por ltimo, colocarei uma breve sintese de resultados que podem ser utilizados para caracterizar o potencial vetor
em todas as suas componentes, o que possibilitaria identificar a corrente super fluida associada ao sistema.

A. Turbuléncia e vortices no campo magnético

Implementando as expressoes do campo magnético dada pelas eqgs. 28 e 29, é possivel fazer uma simulagao com o
surgimento de alguns efeitos interessantes, como vortices de campo magnético no interior do cilindro. A simulagao
foi feita em um notebook online em Python3, o qual pode ser acessado e copiado em https://goo.gl/rhXPRW. Os
parametros adotados foram de R = 1, By = 1 para diversos A. A visualizagdo foi gerada com base em recortes do
dominio do campo magnético para melhorar a legibilidade da visualizagdo. Cada sub-figura possui escala independente
devido a dificuldade de visulizar os vetores em ordens de grandeza diferente.

Também coloquei as figuras em um website publico (https://goo.gl/ctMToJ) para poder visualizar as imagens
com maior resolucao.

Os casos mais interessantes estao citados nas figuras 1, 2 e 3, os quais demonstram a variagdo do campo magnético
conforme a variacao do A. Como ) é associado inversamente com a quantidade de elétrons de superfluido no super-
condutor, existe uma interpretacao pratica de que a transicao de A maiores para A — 0 deve, em alguma medida,
simular a transicao de um estado normal para um estado supercondutivo do cilindro.

Ao visualizar as figuras, nota-se que inicialmente, para um A >> 0.5, o campo magnético da configuragao é o campo
externo, porém entre A = 0.6 e 0.2, comega a surgirem voértices e turbuléncias no campo tanto internamente quanto
externamente, com um pico de turbuléncia na regiao externa em torno de A = 0.4. Apos isso, conforme A diminui
para abaixo de 0.2, a turbuléncia externa passa a se restringir cada vez mais proxima a borda do supercondutor, e os
vortices internos se estabilizam.

Essa turbuléncia é especialmente interessante pois cria-se a possibilidade de um teste experimental qualitativo
para a validagao do modelo de London em uma aproximagao quasi-estatica para a transicao de fase supercondutiva.
Sugere-se que o procedimento do experimento seja feito de modo que a temperatura do material oscile entre uma
temperatura de estado normal e supercondutiva enquanto o campo magnético externo seja mantido constante, e se
a teoria de London tiver validade, as medigdes do campo magnético nas proximidades do supercondutor cilindrico
devem detectar uma turbuléncia transitéria entre o estado inicial e final.

Por tltimo, uma coisa notada é que o sentido do campo magnético interno inverte quase completamente de sentido
em algum momento entre A = 0.5 e 0.4.

Ha4 figuras para A = 0.01,0.2,0.4,0.5 no website ptiblico (https://goo.gl/ctMTolJ).

Figura 1. Campo magnético para A = 1. Nota-se que hé a penetracdo do campo magnético por todo o cilindro.

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 1. Figuras com escalas independentes

Campo magnético entre R=10e 3.0 Campa magnético entre R=0.3 e 1.0

3 2 1 [ 1 2 3 100 07 05 02 00 0% 0% 075 100
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Figura 2. Campo magnético para A = 0.4, que é quando comega a ter expulsdo do campo magnético no supercondutor. Nota-se
a turbuléncia gerada no entorno e o surgimento de vortices.

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 0.4. Figuras com escalas independentes

Campo magnético entre R=10e 3.0 Campa magnético entre R=0.3 e 1.0

1

Figura 3. Campo magnético para A = 0.1. Nessa situagdo o campo magnético interior possui varios vortices e turbuléncia
intensa.

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 0.1. Figuas com escalas independentes

Campo magnético entre R=102 3.0 Campa magnético entre R=0.3e 1.0

EEER]

B. Corrente do superfluido

Nesta secao, colocarei alguns ingredientes que podem ser utilizados em uma eventual tentativa de deduzir o vetor
potencial e por consequéncia a corrente de superfluido do sistema.

Para se caracterizar a corrente do superfluido dado a formulagao do sistema e hipoteses de trabalho, é necessério
saber todas as componentes do potencial vetor no interior do cilindro. Isso implica em resolver a eq. 12 somado a
um fator —% para as componentes A; e A, usando o laplaciano da eq. 13 em coordenadas cilindricas. Nao consegui
elaborar uma solugao para esses casos e nem encontrar uma solugao acessivel na literatura.

Adicionalmente, teria-se de resolver a eq. 12 para o caso livre como modo de implementar as condi¢oes de contorno
dadas pelas eqs. 8 e 9.

Algumas consideracoes podem ser usadas para obter relagoes visando simplificacdo. A primeira delas é o uso do
calibre de Coulomb para obter

- 0A,  0A, .
V-A=0& ar oy (coord. cartesiana) (30)
V- A=0& pg;lp = _88714(1; (coord. cilindrica) (31)

O fato também de que somente A, é relevante para obter o campo magnético, impoe um segundo vinculo.

04, _ 04,
dr Oy

coord. cartesiana) (32)
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d(pA A
(gqu) = %—(; (coord. cilindrica) (33)
Em cartesiano, é possivel expressar o gradiente de A, e A, como sendo conjugados:
04, 0A
VA= (-5, 5 0
(34)
0A, 0A,
A = _
VA = ( oy’ Ox ,0)

IV. CONCLUSOES

A exploragao direta da configuracao vetorial do campo magnético resultante permitiu visualizar o surgimento de
vortices e de uma turbuléncia para diferentes A, o que é um fenémeno curioso por si s6. Dada a associagao inversa de
A com o numero de elétrons superfluidos segundo o modelo de London, tal turbuléncia pode ser utilizada como teste
experimental quanto ao dominio de validade da teoria para uma transi¢ao de fase supercondutora quasi-estatica.

Uma continuidade natural desse trabalho seria de buscar caracterizar a corrente de superfluido, o que nao é trivial
matematicamente e ao mesmo tempo nao foi possivel encontrar referéncias sobre a realizacao de tal na literatura
atual.

V. REFERENCIAS

[1] Magnetic field expulsion from an infinite cylindrical superconductor, Miguel C.N. Fiolhais, Hanno Essén
[2] Superconductivity, Superfluids and Condensates. James F. Annett. Cap 1, pgs 2-22.

VI. APENDICE

A. Coédigo para geracao de imagens

# Dependencias

from scipy.special import jv as I
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros de simulacao

R =1
B _0=1
def B _exterior(rho, phi, lamb=0.1):
t 1 =1
t_2 = (R #% 2) / (rho *x 2)
t 3 =2 % lamb % R / (rho =*x 2)
t_ 3 *= I(1, R / lamb) / I(0, R / lamb)
B rho B O (t 1 —t 2+t 3) % np.sin(phi)
B_ phi B 0 = (t_1 + t_2 — t_3) * np.cos(phi)
return (B_rho, B_phi)
def B _interior(rho, phi, lamb=0.1):
termo = (lamb / rho) * I(1, rho / lamb) / I(0, R / lamb)
B rho = 2 % B_0 % termo x np.sin (phi)
B phi = I(0, rho / lamb) / I(0, R / lamb)

B phi += —termo
B phi = 2 = B_0 % np.cos(phi)
return (B_rho, B_phi)

# So wma funcao auziliar
def generate (R_min, R_max, func, N_rho=10, N_phi=40, lamb=0.1):

rhos = np.linspace (R_min, R_max, N_rho)
phis = np.linspace (0, 2 % np.pi, N_phi)
phi, rho = np.meshgrid(phis, rhos)

B = func(rho, phi, lamb=lamb)

B_rho = B[0]

B_phi = B[1]

x = rho % np.cos(phi)
y = rho % np.sin (phi)
B x = B_phi * np.cos(phi) + B_rho * np.sin (phi)
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B_y = —B_phi * np.sin(phi) + B_rho * np.cos(phi)
return (x, y, B_x, B_y)

# Gerar a borda do cilindro

theta circulo = np.linspace (0, 2 % np.pi, 500)
x circulo = R % np.sin(theta circulo)
y_circulo = R * np.cos(theta_circulo)

# Mude a vontade

lamb = 0.1
f, axes = plt.subplots (1,2, figsize=(16, 8))
for ax in axes:
ax.plot (x_circulo, y circulo, color="C2", label="Borda_do_cilindro")
B_externo = generate (R, 3 * R, B_exterior, lamb=lamb)
(x, vy, B_x, B_y) = B_externo

axes [0].set _title ("Campo_magnetico_entre R=1.0_e_3.0")
axes [0]. quiver(x, y, B_x, B_y, color="C0")

B_interno — generate (0.3 = R, R, B_interior, lamb=lamb, N_rho=15)

(x, vy, B_x, B_y) = B_interno

axes [1].set _title ("Campo.magnetico_entre R=0.3_e_1.0")

axes [1].quiver(x, y, B_x, B_y, color="C1")

#B_interno = generate (0.2 = R, 0.7 * R, B_interior, lamb=lamb)

#(z, y, B o, B y) = B_interno

#awes [2].set_title ("Campo magnetico entre R=0.7 e 0.2")

#axes [2]. quiver (z, y, B_xz, B_y, color="C1")

plt .suptitle ("Recortes_do_campo_magnetico_no_cilindro_para_$\\lambda={}$._Figuras_com_escalas_independentes".format (lamb))
plt .show ()

B. Imagens adicionais para o campo magnético

Figura 4. Campo magnético para A = 1

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 1. Figuras com escalas independentes

Campo magnético entre R=1.0e 3.0 Campo magnético entre R=0.3 e 1.0
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Figura 5. Campo magnético para A = 0.5
Recortes do campo magnético no cilindro para A = 0.5. Figuras com escalas independentes
Campo magnético entre R=1.0e 3.0 Campo magnético entre R=0.3 e 1.0
3
2
1
0
-1
-2
-3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -100 075 050 025 000 025 050 075 100

Figura 6. Campo magnético para A = 0.4

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 0.4. Figuras com escalas independentes

Campo magnético entre R=1.0 e 3.0 Campo magnético entre R=0.3 e 1.0
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Figura 7. Campo magnético para A = 0.3

= 0.3. Figuras com escalas independentes
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Figura 8. Campo magnético para A = 0.2

= 0.2. Figuras com escalas independentes

Recortes do campo magnético no cilindro para A

0.3el0

Campo magneético entre R:

10e3.0

Campo magnético entre R

100

Q75
Q50
025
aoa

—_
-
-
-

— e = ==

-0.25

-
]

075

-1.00

-0.50 -0.25 ana Q25 Q50 Qa7s 100

-0.75

-1.00



SciELO Preprints - Este documento € um preprint e sua situagdo atual esta disponivel em: https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.7852

12

Figura 9. Campo magnético para A = 0.1

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 0.1. Figuras com escalas independentes

Campo magnético entre R=1.0e 3.0 Campo magnético entre R=0.3 e 1.0
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Figura 10. Campo magnético para A = 0.01

Recortes do campo magnético no cilindro para A = 0.01. Figuras com escalas independentes

Campo magnético entre R=1.0e 3.0 Campo magnético entre R=0.3 e 1.0
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