Analise de curvas epidémicas da Covid-19 via modelos generalizados de
crescimento: Estudo de caso para as cidades de Recife e Teresina
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Resumo: Introducio: A pandemia da Covid-19 € uma das maiores crises de satide publica
que o mundo ja enfrentou. Nesse contexto, ¢ importante ter modelos eficazes para descrever
os diferentes estdgios da evolug@o da epidemia, a fim de orientar as autoridades competen-
tes na adoc@o de politicas piblicas para o enfrentamento da mesma. Objetivo: Apresentar
uma andlise de curvas epidémicas com base em modelos fenomenolégicos de crescimento,
tomando como exemplo as curvas acumuladas de casos confirmados de infeccdo pelo novo
coronavirus (Sars-Cov-2) e de 6bitos atribuidos a doenca (Covid-19) causada pelo virus,
para as cidades do Recife e Teresina. Métodos: Foram utilizados o modelo generalizado de
Richards e o modelo de crescimento generalizado para fazer o ajuste numérico das respecti-
vas curvas empiricas. Resultados: Verificou-se que os modelos utilizados descrevem muito
bem as curvas empiricas em que foram testados. Em particular, o modelo generalizado de
Richards é capaz de identificar com razodvel confiabilidade o surgimento do ponto de infle-
x40 nas curvas acumuladas, o qual corresponde ao ponto de maximo das respectivas curvas
didrias. Apresenta-se ainda uma breve discuss@o sobre a relacdo entre os parametros obti-
dos no ajuste do modelo e as medidas de mitigacdo adotadas para retardar a propagagao da
Covid-19 em cada um dos municipios considerados. Conclusoes: O modelo generalizado
de Richards mostrou-se bastante eficaz para descrever curvas epidémicas da Covid-19 e es-
timar parimetros epidemioldgicos importantes, como o pico das curvas de casos e 6bitos
didrios, permitindo assim realizar de modo pratico e eficiente o monitoramento da evolucio
da epidemia.
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Abstract: Introduction: The Covid-19 pandemic is one of the biggest public health crises
the world has ever faced. In this context, it is important to have effective models to describe
the different stages of the epidemic’s evolution in order to guide the authorities in taking
appropriate measures to fight the disease. Objective: To present an analysis of epidemic
curves of Covid-19 based on phenomenological growth models, with applications to the
curves for the cumulative numbers of confirmed cases of infection by the novel coronavirus
(Sars-Cov-2) and deaths attributed to the disease (Covid-19) caused by the virus, for the
Brazilian cities of Recife and Teresina. Methods: The Richards generalized model and the
generalized growth model were used to make the numerical fits of the respective empirical
curves. Results: The models used described very well the empirical curves against which
they were tested. In particular, the generalized Richards model was able to identify the ap-
pearance of the inflexion point in the cumulative curves, which in turn represents the peak of
the respective daily curves. A brief discussion is also presented on the relationship between
the fitting parameters obtained from the model and the mitigation measures adopted in each
of the municipalities considered. Conclusions: The generalized Richards model proved to
be very effective in describing epidemic curves of Covid-19 and estimating important epide-
miological parameters, such as the time of the peak of the curve for daily cases and deaths,
thus allowing a practical and efficient monitoring of the epidemic evolution.

Keywords: Covid-19, Epidemiological models, Growth model, Public health policies

INTRODUCAO

A pandemia da Covid-19 € uma das maiores crises de saide publica que o mundo ja enfren-
tou. Desde o primeiro caso de infec¢@o pelo novo coronavirus (Sars-Cov-2), que causa a Covid-19, em
Wuhan, China, em dezembro de 2019, o virus ja se espalhou por praticamente todos os paises do pla-
neta. Até o momento da escrita deste artigo, o mundo j4 ultrapassou a triste marca de 350 mil mortes por
Covid-19. No Brasil, a infecg@o pelo Sars-Cov-2 foi primeiramente confirmada na cidade de Sao Paulo
em 26 de fevereiro de 2020. Desde entdo, a epidemia se alastrou pelo pais, o que obrigou vérios estados
e municipios brasileiros a adotarem medidas de isolamento social e outras medidas de mitigacao, para
conter a propagacdo do virus. Nesse contexto, € importante conhecer o estigio da epidemia em cada
local afetado, sobretudo naqueles em que hd um grande incidéncia da doenga ou onde ha grande risco
para tal, a fim de orientar as autoridades sanitdrias e governamentais na ado¢do de medidas de combate
a epidemia. O uso de modelos matemdticos ¢ uma importante ferramenta para isso, pois 0os modelos
permitem fazer um acompanhamento da dindmica da epidemia e projetar possiveis cendrios para sua
evolugao.

De modo simplificado, podemos dizer que a curva epidémica para o nimero acumulado de casos
(ou de 6bitos), em fungdo do tempo, apresenta trés regides distintas, a saber: i) uma fase inicial de
crescimento rdpido; ii) uma regifio intermedidria, onde a curva cresce aproximadamente de modo linear;
e iii) uma parte final, quando a taxa de crescimento diminui e a curva tende a um platd de saturagao;
vide Fig. 1. Na fase inicial, tipicamente verifica-se um crescimento exponencial da curva epidémica,
a partir de um valor inicial Cj, que representa o nimero de casos (6bitos) observados no primeiro dia
em que um caso (6bito) foi registrado. Essa subida exponencial é caracterizada por uma taxa r de
crescimento. Contudo, quando medidas de mitigacao sdo adotadas no inicio da epidemia, € possivel que
esse crescimento dé-se de forma sub-exponencial, ou seja, mais lento que o crescimento exponencial. A
possibilidade de um crescimento sub-exponencial pode ser caracterizada através de um parametro ¢, que
interpola entre o regime linear (¢ = 0) e o regime exponencial (¢ = 1), de modo que para valores de ¢
no intervalo 0 < ¢ < 1 verifica-se o crescimento sub-exponencial.
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Figura 1: Esboco qualitativo da curva epidémica (preto) para o nimero acumulado de casos, com
indicacdo de suas diferentes ‘fases’. O circulo vermelho indica o ponto de inflexao da curva

Na sua regido intermedidria, a curva epidémica apresenta um ponto de inflexdo, aqui denotado
por t. (vide Fig. 1), que corresponde ao instante de tempo em que a taxa de crescimento atinge seu valor
maximo e, portanto, passa a decrescer a partir de entdo. A por¢ao final da curva, apés o ponto de inflexao,
pode ser caracterizada por um parametro o que controla a rapidez com que a curva epidémica se afasta
da tendéncia linear e “se dobra” em direcio do platd. O valor do platd, aqui denotado pelo parametro K,
representa o nimero total de casos (ou ébitos) no final da epidemia.

Da discussio qualitativa acima, vemos que uma curva epidémica pode ser genericamente carac-
terizada por cinco pardmetros: (r,q, ., K, Cp). No Apéndice apresentamos um modelo matemético de
crescimento, conhecido como modelo generalizado de Richards (MGR), que descreve a curva epidémica
através desses cinco parametros. Modelos fenomenolégicos de crescimento, como o modelo de Richards
[1, 2, 3] e sua versdo generalizada [4, 5], tém sido largamente usados para descrever vdrias epidemias,
como Zika [6], influenza [7] e mais recentemente a Covid-19 [8, 9]. O MGR, em particular, pode ser
considerado como o modelo matemadtico mais simples que contempla os cinco pardmetros acima, tendo
sido aplicado com sucesso recentemente a dados da Covid-19 da China [8]. (E possivel estabelecer, em
certos casos, uma relagdo entre os pardmetros dos modelos de crescimento e os pardmetros epidemio-
légicos relacionados a modelos compartimentais do tipo SIR—suscetivel-infectado-recuperado—, mas
essa discussdo estd além dos propositos do presente artigo [10].)

O MGR tem ainda a vantagem de possuir uma férmula matemdtica exata para a curva epidémica
C(t;r, q,a, K, Cp), onde a varidvel C representa o nimero total de casos (ou 6bitos) em um dado tempo
t. Ao melhor do nosso conhecimento, essa solucao exata do MGR nao era conhecida na literatura, sendo
reportada aqui pela primeira vez. Uma solu¢do em série de poténcias e uma solugdo explicita para o
caso particular ¢ = 2/3 e & = 1/3 podem ser encontradas na Ref. [4]. No entanto, vale ressaltar
que uma solugdo geral explicita para g e « arbitrarios ndo era conhecida. Aplicagdes anteriores do
MGR baseavam-se essencialmente na integragdo numérica da equacio diferencial ordinéria que descreve
o modelo; vide Apéndice. A solugcdo exata do MGR, embora envolva certas fungdes especiais, pode
ser facilmente implementada no computador. Isso permite fazer, de modo rdpido e eficiente, o ajuste
da curva tedrica para um conjunto de dados empiricos de interesse e assim determinar os parametros
(r,q,a, K, Cp) que melhor descrevem esses dados. Com o conhecimento desses pardmetros, podemos
determinar também o ponto de inflexdo ¢. da curva epidémica.
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Vale lembrar que a derivada, dC'/dt, da curva acumulada corresponde ao ndmero didrio de casos
(ou 6bitos). Isso nos permite obter uma previsdo tedrica para o comportamento da curva didria, a partir
do ajuste do modelo para a curva acumulada. Em particular, o ponto de inflexdo, ., da curva acumulada
corresponde ao chamado “pico da curva” didria. Vé-se, portanto, que ¢. ¢ um parimetro importante para
determinar o estidgio de uma epidemia que ainda estd em evolucdo. Por exemplo, se a curva empirica ja
tiver ultrapassado o ponto de inflexao ., isso significa que o nimero didrio de novos casos (ou 6bitos)
tende a decrescer a partir desse ponto, indicando por conseguinte que o pico da curva didria j4 teria
ocorrido.

Em situacdes em que a curva empirica ainda ndo apresenta um ponto de inflexdo, o MGR nao se
aplica. Nesses caso, pode-se usar uma versao simplificada do MGR, conhecido como modelo de cres-
cimento generalizado (MCG) [6, 8], que descreve apenas o regime inicial de crescimento da epidemia.
O MCQG permite entdo calcular os pardmetors r e ¢ que governam a regifo inicial da curva epidémica,
permitindo assim determinarmos a dindmica de crescimento (se exponencial ou sub-exponencial) da res-
pectiva curva. Em geral, um crescimento sub-exponencial pode ser visto como o resultado de estratégias
de intervengao contra a epidemia, uma vez que se espera um crescimento exponencial na auséncia de me-
didas de mitigacdo. De fato, essa associacdo entre medidas de intervengao e crescimento sub-exponencial
foi recentemente verificado em dados da Covid-19 para China [11] e Brasil [9].

Neste artigo, vamos aplicar o MGR e o MCG para as curvas acumuladas de casos e de ébitos
para as cidades do Recife e Teresina, com o objetivo de exemplificar o uso pratico desses modelos e de-
monstrar a sua eficdcia no ajuste das respectivas curvas empiricas. Esperamos, com o presente trabalho,
despertar o interesse da comunidade cientifica e de autoridades sanitdrias para esse tipo de modelagem
matemadtica, que além de ser de facil implementa¢cdo computacional, permite fazer um acompanhamento
confidvel, e praticamente em tempo real, da dindmica de epidemias de rdpida evolucdo, como a Covid-
19. Embora nds aqui nos restrinjamos a dois municipios, a aplicabilidade de modelos fenomenolégicos,
como o modelo de Richards e sua versio generalizada, a curvas epidémicas da Covid-19 para populacdes
maiores, como paises e estados ou provincias, ja foi amplamente demonstrada [8, 9, 12]. Nio € objetivo,
portanto, do presente trabalho fazer uma aplicacio exaustiva do MGR a diferentes grupos populacionais,
mas sim apresentar sua solugdo exata, discutir suas principais caracteristicas e ilustrar sua eficacia.

METODOS

AREA DE ESTUDO

Este estudo analisa dados da epidemia de Covid-19 para as cidades do Recife e de Teresina, am-
bas na regido Nordeste do Brasil. Recife é a capital do estado de Pernambuco e possui uma populacio
estimada (2019) de 1.645.727 pessoas, com uma densidade demogréfica de 7534,17 hab/km?. Teresina
¢ a capital do estado do Piaui, possuindo uma populacio estimada (2019) de 864.845 pessoas e den-
sidade demogréfica de 621,30 hab/km?. O Recife encontra-se na subregido litorinea (Zona da Mata)
do Nordeste brasileiro, ao passo que Teresina estd na subregidio do Meio-Norte. Para testar o modelo
aqui apresentado, escolhemos essas duas cidades que, embora possuam diferencas demogréficas e sécio-
econdmicas, compartilham também semelhancas, uma vez que estdo na mesma regido geogrifica do
Brasil e possuem varidveis climaticas semelhantes (pelo menos quando comparadas a outras regides do
pais). Isso permite uma comparagdo entre as respectivas curvas epidémicas, sem a necessidade de usar
varidveis que ndo sio capturadas pelo modelo matematico.
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DADOS

Neste estudo nds analisamos os nimeros de casos confirmados de infec¢do pelo Sars-Cov-2 e
de obitos atribuidos a Covid-19 para as cidades do Recife e de Teresina. Os dados foram forneci-
dos pelas respectivas prefeituras municipais e correspondem a dados de dominio ptblico anonimizado,
sendo também divulgados em portais publicos (https://dados.seplag.pe.gov.br/apps/corona_dados.html
e http://www.painelCovid19teresina.pmt.pi.gov.br). Os dados nos foram enviados em forma de tabelas
contendo o nimero de novos casos confirmados e de 6bitos, em fung¢do da data em que os resultados dos
testes foram divulgados, para o primeiro conjunto de dados, e da data do 6bito, para o segundo. A partir
das tabelas originais, nds construimos as curvas acumuladas para os nimeros totais de casos e dbitos, que
foram os principais objetos de andlise do presente estudo. Os dados aqui utilizados foram atualizados até
o dia 26 de maio de 2020 para a cidade do Recife e até 29 de maio de 2020 para a cidade de Teresina.

MODELO MATEMATICO E ANALISE DOS DADOS

Para cada curva empirica acumulada, nds ajustamos a curva teérica C(t;r, q, o, K, Cp) prevista
pelo modelo generalizado de Richards (MGR), conforme descrito na Eq. (3) do Apéndice. A depender
do caso, a varidvel C' pode denotar tanto o niimero acumulado de casos ou o nimero acumulado de ébitos
até o tempo ¢, contado em dias a partir do dia em que o primeiro caso ou primeiro 6bito foi registrado.
Os parametros (r, ¢, a, K, Cy) do modelo foram brevemente descritos na introdug@o e estdo formalmente
definidos na Eq. (1) do Apéndice.

Embora o MGR seja conhecido ha bastante tempo [4], nds apresentamos aqui uma solugéo exata
do modelo, vide Eq. (3), que ao melhor do nosso conhecimento ndo havia sido reportada ainda na lite-
ratura. A existéncia de uma solugdo analitica facilita sobremaneira a aplicacdo do MGR, uma vez que
possibilita sua implementa¢do numérica de modo rdpido e eficiente. Antes do conhecimento dessa solu-
¢do exata, a solucdo do modelo tinha de ser obtida através da integracao numérica da equacgao diferencial
descrita em (1), o que dificultava a sua aplicagdo pritica. Destacamos aqui que a solucdo exata apre-
sentada em (3) € escrita em forma implicita, ou seja, ¢ em func¢éo de C', e envolve uma funcdo especial
hipergeométrica. Isso, contudo, ndo apresenta maiores empecilhos numéricos, uma vez que, para um
dado conjunto de pardmetros (r, g, a, K, Cy), pode-se facilmente obter a curva ¢t em fungio de C, com
C variando de C'(0) a K, e depois fazer o grafico dos pontos (¢(C'), C) para obter a curva desejada.

Para cada uma das curvas empiricas acumuladas consideradas aqui, nés fizemos o ajuste da
féormula teérica C(¢;7, q, «, K, Cy) descrita em (3) aos dados, ou seja, determinamos os parimetros
(r,q,a, K, Cp) que melhor descrevem a curva epidémica em questdo. A partir dos parAmetro de ajus-
tes, calculamos também o ponto de inflexdo ¢. definido em (6). Entretanto, no caso da curva de ébitos
para Teresina, o ponto de inflexdo t. gerado pelo MGR mostrou-se excessivo (ou seja, além do dltimo
ponto empirico), indicando que a curva epidémica ainda estd no regime de crescimento inicial, para o
qual o MGR nido ¢ estatisticamente justificavel. Nesse caso, aplicamos entdo o modelo de crescimento
generalizado descrito na Eq. (8) do Apéndice, que possui uma solu¢do analitica em termos de func¢des
elementares, como mostrado em (9).

Para os respectivos ajustes, nds usamos o algoritmo de Levenberg-Marquardt para resolver o pro-
blema de otimizacio ndo-linear pelo método dos minimos quadrados [13]. Os cédigos computacionais
para realizar os ajustes e confeccionar as figuras foram escritos na linguagem Python e encontram-se a
disposicao dos interessados no site <fisica.ufpr.br/redecovid19> ou podem ser solicitados aos autores.
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Figura 2: Nimero cumulativo de casos confirmados de infec¢do pelo Sars-Cov-2 na cidade do Recife.
Os circulos vermelhos representam os dados e a curva preta € o ajuste pelo modelo generalizado de
Richards. (a) Escala linear e (b) escala semilog.
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Figura 3: (a) Numeros didrios de novos casos confirmados de infeccao pelo Sars-Cov-2 na cidade do
Recife, em fun¢o do tempo contado em dias a partir do primeiro caso; a curva preta representa a

derivada da funcio tedrica indicada pela linha continua na Fig. 2. Em (b) mostramos os nimeros de
novos casos didrios, apds a realiza¢do de média mével com um intervalo de sete dias, para a cidade do
Recife (circulos vermelhos) e Teresina (tridngulos azuis), juntamente com as respectivas derivadas das

curvas tedricas para o nimero acumulado de casos mostradas nas Figs. 2 e 6.

RESULTADOS

Na Fig. 2 n6és mostramos a curva acumulada de casos confirmados de infe¢do pelo Sars-Cov-
2 para a cidade do Recife, em funcdo do tempo contado em dias a partir o registro do primeiro caso
(confirmado por teste), tanto em escala linear (a) quanto em escala semilogaritmica (b). Os circulos
vermelhos representam os dados e a curva preta indica o ajuste pelo MRG. No inset da figura temos os
respectivos pardmetros do fit. Em particular, o modelo prevé o ponto de inflexdao da curva de casos para
t. = 57 dias ap6s o primeiro caso, que corresponde ao dia 30/04/2020.

Na Fig. 3(a), mostramos os dados empiricos para o nimero didrio de novos casos confirmados
(circulos vermelhos) para a cidade do Recife. A curva preta nessa figura corresponde a derivada temporal,
dC'/dt, da curva mostrada na Fig. 2. V&-se na Fig. 3(a) que hd muita dispersdo dos valores oficialmente
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Figura 5: (a) Numero didrio de 6bitos atribuidos a Covid-19 na cidade do Recife, em fun¢do do tempo
contado em dias a partir do primeiro 6bito; a curva preta representa a derivada da fungdo teérica
indicada pela linha continua na Fig. 4. Em (b) mostramos os nimeros didrios de 6bitos, apds a
realizacdo de uma média mével com intervalo de sete dias, para a cidade do Recife (circulos vermelhos)
e Teresina (tridngulos azuis), juntamente com as respectivas derivadas das curvas tedricas para o
nimero acumulado de 6bitos mostradas nas Figs. 4 e 7.

registrados para o ndmero didrio de novos casos, 0 que parece ser tipico para esse tipo de medida, em
funcdo dos véarios problemas com essa estatistica, como demora para divulgacdo dos resultados dos
testes, atraso na tabulagdo dos novos casos, etc. Contudo, apesar da flutuacido nos dados, vemos que a
curva tedrica descreve bem a tendéncia dos dados. Para reduzir a flutuagdo nos valores didrios € comum
aplicar-se aos dados originais uma média mével. Esse procedimento para o caso de uma média mével
com intervalo de sete dias € mostrado na parte superior da Fig. 3(b), onde os circulos indicam os valores
promediados e a curva preta continua € a derivada da curva acumulada de casos para o Recife; vide
Fig. 2. Vemos que também nesse caso hd uma boa concordancia entre a curva tedrica e a curva empirica
‘suavizada’. A realiza¢do de uma média mével introduz, entretanto, incerteza adicional nos dados, uma
vez que, por exemplo, valores elevados em um dado dia tendem a aumentar a média dos intervalos que
incluem esse ponto. Isso provoca um deslocamento (avango) temporal da curva empirica promediada,
em relagdo a previsao tedrica, como visto na Fig. 3(b).
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Figura 6: Numero cumulativo de casos confirmados de infeccao pelo Sars-Cov-2 na cidade de Teresina.
Os circulos vermelhos representam os dados e a curva preta € o ajuste pelo modelo generalizado de
Richards. (a) Escala linear e (b) escala semilog.
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Figura 7: Ndmero cumulativo de ébitos pela Covid-19 na cidade de Teresina. Os circulos vermelhos
representam os dados e a curva preta € o ajuste pelo modelo de crescimento generalizado. (a) Escala
linear e (b) escala semilog.

A Fig. 4 mostra a curva de fatalidades da Covid-19 para a cidade do Recife. Nessa figura represen-
tamos o nimero cumulativo de 6bitos atribuidos a Covid-19, em funcio do tempo medido em termos de
dias desde a primeira morte. Mais uma vez, os circulos vermelhos representam os dados e a curva preta
indica o ajuste pelo MGR, com os respectivos parametros de ajuste indicados no inset. A concordancia
entre o modelo e os dados €, mais uma vez, muito boa. O ponto de inflexdo da curva de ébitos do Recife
aconteceu em t. = 43 dias ap6s o primeiro 6bito, que corresponde a data de 06/05/2020.

Na Fig. 5(a) mostramos o nimero didrio de ébitos (circulos vermelhos) para o Recife, juntamente
com a derivada (curva preta) da curva tedrica mostrada na Fig. 4. Vé-se mais uma vez que hd muita
dispersdo dos valores didrios de Obitos, por razdes semelhantes aquelas mencionadas acima para as flu-
tuacdes didrias no nimero de casos. Apesar dessas flutuagdes, a curva tedrica para ébitos didrios descreve
muito bem a tendéncia exibida pelos dados. Essa concordéincia é ainda melhor quando se considera a
média mével com intervalo de sete dias, como mostrado na curva preta continua da Fig. 5(b). Note-se,
contudo, que mais uma vez o procedimento de média mével causa um deslocamento horizontal na curva
empirica, em relacdo a curva tedrica, como pode ser visto na Fig. 5(b).
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Na Fig. 6 nés mostramos a curva acumulada de casos confirmados para a cidade de Teresina, tanto
em escala linear (a) quanto em escala semilog (b), juntamente com o ajuste pelo MGR. Vemos mais uma
vez que o ajuste tedrico € muito bom. De forma anéloga, apresentamos na Fig. 7 a curva acumulada de
obitos para Teresina. Nesse caso, entretanto, a curva empirica ainda néo exibe, de forma evidente, um
ponto de inflexdo, de modo que o MGR nio é recomendado para esse caso. A tentativa de ajustar os
dados com o0 MGR produz pardmetros nao aceitdveis, como por exemplo um ¢, cerca de 34% maior que
a data do tltimo dado empirico. Os dados empiricos foram entdo ajustados pela func¢do g-exponencial
dada em (9), que € a solugdo exata do modelo de crescimento generalizado (MCG), tendo resultado em
q = 1. Ou seja, a curva de 6bitos para Teresina ainda apresenta um crescimento puramente exponencial.

As curvas inferiores das Fig. 3(b) e Fig. 5(b) correspondem aos niimeros didrios, apds média
mével com intervalo de sete dias, de casos e 6bitos registrados em Teresina, respectivamente. Os dados
empiricos para Teresina sao indicados por tridngulos azuis, e as curvas pretas tracejadas sio as derivadas
das curvas tedricas mostradas nas Figs. 6 e 7, respectivamente. Mais uma vez ha uma boa concordancia
entre a previsdo tedrica, para os valores didrios tanto de casos como de 6bitos, e os dados empiricos. Vé-
se nas curvas didrias para Teresina o mesmo efeito mencionado anteriormente, em que o procedimento
de média mével causa um deslocamento horizontal nas curvas empiricas. No caso de Teresina, contudo,
em face dos baixos valores absolutos registrados, esse efeito de deslocamento é menor do que aquele
observado para as curvas do Recife.

DISCUSSAO

Vimos acima que o MGR descreve muito bem trés das quatro curvas epidémicas de Covid-19
consideradas no presente estudo. Em particular, o0 modelo sinaliza que as curvas de casos e 6bitos
para o Recife apresentam um ponto de inflexdo nos dias 30/04/2020 e 06/05/2020, respectivamente. E
interessante observar que hd um atraso entre os pontos de inflexdo das curva de 6bitos e de casos de
aproximadamente uma semana. Um atraso semelhante, da ordem de sete dias, entre as curvas de 6bitos
e de casos também foi observado em dados da China [14] e dos Estados Unidos [15]. Esses resultados
anteriores e as observagdes semelhantes do presente estudo parecem sugerir que o valor do atraso entre as
duas curvas parece ndo variar muito entre regides. Entretanto, hd que se reconhecer que h4 um elevado
grau de sub-notificacdo nas estatisticas de casos confirmados, uma vez que uma grande parcela dos
portadores do virus sdo assintomdticos ou apresentam apenas sintomas leves [16], e portanto ndo serdo
incluidos nas estatisticas se nao forem testados. Em outras palavras, a confiabilidade do nimero de casos
confirmados como parimetro para medir a real extensdo da epidemia depende da politica de testagem
adotada em cada grupo populacional considerado.

No caso da curva de casos para Teresina, 0 MGR também apresentou um bom ajuste dos dados,
tendo indicado um ponto de inflexdo em ¢, = 58 dias apds o primeiro caso, que corresponde ao dia
15/05/2020. A curva de 6bitos para Teresina, entretanto, ndo apresenta ainda (até a dltima data con-
templada nesse estudo) uma evidéncia clara de um ponto de inflexdo, razio pela qual o MRG néao se
aplica a essa curva. Foi usado entdo o MCG, que resultou um valor de ¢ = 1, indicando um crescimento
puramente exponencial. Nesse regime, observou-se ainda uma baixa taxa de crescimento, » = 0.061, do
nimero de 6bitos em Teresina, o que resultou consequentemente em valores absolutos de mortes bem
mais baixos do que aqueles observados no Recife, cuja curva de ébitos apresentou » = 0.35 e ¢ = 0.83
(obtidos pelo ajuste do MGR).

Acreditamos que essa diferenga nos pardmetros r e g que descrevem o regime inicial das curvas de
obitos para Recife e Teresina tenha relacdo com as estratégias de mitigagao adotadas pelos respectivos
municipios. Primeiramente, vale lembrar que, em uma situacao em que nenhuma medida de mitigacio é
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adotada, espera-se um crescimento exponencial, ou seja, ¢ = 1, sendo a taxa r de crescimento um reflexo
dos parametros epidemioldgicos de cada situagdo. Por exemplo, espera-se que o pardmetro r do modelo
de crescimento seja tanto maior quanto maior for a razao de reprodugdo bésica, Ry, da epidemia no grupo
em questdo. Intuitivamente, Ry pode ser definido como o nimero esperado de infec¢des secunddrias
causadas por um individuo durante todo o periodo em que ele permanece infectado. Portanto, apenas
quando Ry > 1 é que o virus se propaga na populacdo susceptivel e provoca a epidemia, sendo a
‘velocidade’ de propagacdo do virus tanto maior quanto maior for Rp; logo um ?y mais elevado leva a
uma maior taxa de crescimento » do MGR. Por outro lado, medidas de mitigacdo adotadas no inicio da
epidemia podem ser caracterizadas [9] através de alteracdes nos dois parametros do MGR que governam
essa fase: seja i) diminuindo a taxa r, e assim retardando o crescimento da curva; ou ii) reduzindo o valor
do parametro ¢, o que levaria a um crescimento subexponencial (g < 1).

Intervencdes eficazes adotadas logo no inicio da epidemia podem resultar em um baixo r, o que
tende a deter o crescimento da curva epidémica, estendendo a fase exponencial e retardando, portanto,
o aparecimento do ponto de inflexdo na curva acumulada (e consequentemente do pico da curva didria).
Ou seja, nesses casos, as intervencdes tendem a “achatar a curva” didria. Isso parece ter acontecido, por
exemplo, em Teresina, como pode ser visto nas curvas didrias de casos e 6bitos mostradas nas Fig. 3(b)
e Fig. 5(b). Por outro lado, se a dindmica da epidemia resultar em um 7 mais alto, seja por falta de inter-
vencdes iniciais ou porque a epidemia espalhou-se mais rapidamente por outros fatores, o crescimento
da curva serd naturalmente mais acelerado, de modo que intervengdes posteriores serdo necessarias com
0 objetivo (em termos dos pardmetros do MGR) de produzir um g < 1 e assim reduzir o ritmo de cresci-
mento da curva epidémica. De fato, o regime sub-exponencial foi recentemente associado com medidas
de mitigacdo tanto na China [11] como no Brasil [9]. Uma situagdo semelhante parece ter ocorrido no
Recife, conforme argumentado acima. Em particular, vale notar que o primeiro caso de infeccdo por
Sars-Cov2 no Recife foi confirmado em 05/03/2020, apenas uma semana apds o feriado de Carnaval.
Considerando que o Recife € um reconhecido destino de turistas nacionais e internacionais, sobretudo
no periodo de Carnaval, as aglomeragdes tipicas desse periodo podem ter contribuido para a aceleragdo
inicial da epidemia, em compara¢do com o baixo ritmo de crescimento verificado em Teresina.

Com os dados usados nesse estudo ndo foi possivel identificar um ponto de inflexdo na curva de
obitos para Teresina. Deve-se, portanto, aguardar mais dados para que o MGR possa ser aplicado. Como
mencionado acima, a tentativa de aplicar o MGR a curva de 6bitos de Teresina resultou em um ¢, cerca
de 30% maior que o tempo do ultimo ponto. Isso sugere, por outro lado, que essa inflexdo possa estar
préxima (ou mesmo ja ter acontecido recentemente), sendo necessario contudo acumular mais dados
para termos qualquer estimativa confidvel nesse sentido. Essa situacdo de incerteza sobre a estimativa de
parametros relevantes da epidemia, demostra, por sua vez, a importancia de termos um método eficaz (e
simples de implementar) para monitorar continuamente a evolug@o de curvas epidémicas, especialmente
quando elas estdo em estagio intermedidrio. Nessa situacdo, a epidemia pode estar prestes a apresentar
(ou ter apresentado recentemente) uma mudanca de comportamento em direcdo a um regime de decrés-
cimo na velocidade de crescimento.

Vimos ainda que hd um elevado grau de flutuagdo nos dados oficiais para os niimeros didrios de
novos casos e de dbitos. A utilizacdo de médias méveis, embora tenha a vantagem de ‘suavizar’ as curvas
didrias, tende a acrescentar incertezas adicionais, as quais por sua vez devem ser levadas em conta em
previsdes baseadas em dados promediados. Nossas andlises sugerem que nesses casos, quando ha muito
“ruido” nos dados didrios, é preferivel fazer a anélise diretamente a partir das curvas acumuladas, onde
o efeito relativo das flutuacdes torna-se bem menor.

Rede Cooperativa de Pesquisa MODINTERV-COVID19 10



CONCLUSOES

Neste trabalho, nés aplicamos o modelo generalizado de Richards para descrever as curvas epidé-
micas da Covid-19, referentes ao numero acumulado de casos confirmados e de 6bitos para as cidades do
Recife e Teresina. O modelo mostrou-se bastante eficaz para ajustar as respectivas curvas empiricas. A
partir dos parametros obtidos dos ajustes foi possivel estimar parametros epidemiolégicos importantes,
como por exemplo o ponto de inflexdo, t., das respectivas curvas. Esse ponto indica 0 momento em
que as taxas didrias de novos casos e 0bitos alcancaram seus respectivos maximos, de modo que partir
desse ponto as curvas acumuladas tendem a caminhar na direcdo do platd, levando a uma estabilizag¢do
(saturac@o) do nimero total de casos e dbitos. Para o Recife, os pontos de inflexdo para os nimero de
casos confirmado e de 6bitos, determinados a partir do modelo, deram-se em 30 de abril de 2020 e 06
de maio de 2020, respectivamente. Para Teresina o ponto de inflexdo da curva de casos aconteceu em 15
de maio de 2020. Entretanto, ndo se pode afirmar ainda quando se deu (ou dar-se-4) a inflexdo para a
curva de 6bitos de Teresina, uma vez que a mesma ainda é melhor descrita (até a presente data) por um
crescimento puramente exponencial. A medida que mais dados foram sendo acrescentados, espera-se
uma melhor convergéncia do MGR, que constatard entdo a inflexdo da referida curva.

Vale destacar que a presente andlise estd sujeita as limitacdes inerentes a modelagem de sistemas
complexos em um cendrio de ‘informacdo incompleta’, como € o caso da epidemia de Covid-19. Por
exemplo, em face do tempo de incubacgdo do virus Sars-Cov-2, que em 99% dos casos nao ultrapassa os
14 dias [17], os dados epidémicos registrados em um dado instante de tempo tendem a refletir o padrdo
de infeccdo que existia na populagdo nas duas semanas anteriores. Dito de maneira mais direta, analisar
os dados atuais corresponde a olhar a epidemia “através do retrovisor”’, com um alcance de tempo de 14
dias aproximadamente. Por outro lado, o uso de modelos matemaéticos adequados permite-nos lancar um
“olhar a frente” e prever, com alguma confiabilidade, o estdgio atual da epidemia e sua possivel evolugao
no futuro préximo.

H4 que se ter em mente, contudo, que qualquer estimativa para um sistema em evolucgao (e sujeito a
fatores imprevisiveis) deve ser tratada com cautela, pois tais estimativas pressupdem que o futuro seguird
a tendéncia atual, o que pode nao ser necessariamente o caso. Por exemplo, se (e quando) as atuais
medidas de contenc¢do contra a propagacio do virus foram relaxadas e substituidas por outras, ha que se
monitorar com atencio a evolucdo da epidemia, pois o risco de novas infec¢des pode levar a um répido
crescimento da curva epidémica, desviando-a da tendéncia de saturacdo indicada pelos dados atuais.

Esse ponto foi enfatizado pelo Diretor de Emergéncias da Organizagdo Mundial de Satde, Dr.
Mike Ryan, quando em entrevista no dia 25 de maio de 2020 afirmou que “ndo podemos fazer supo-
si¢cdes de que, s6 porque a doenca estd no caminho certo, agora ela vai continuar a descer” [18]. E
necessario manter-se vigilante para evitar uma nova onda de infecgdes. O primeiro ministro japonés,
Shinzo Abe, também manifestou-se na mesma linha , quando suspendeu em 25 de maio de 2020 o es-
tado de emergéncia que vigorava no pafs desde 07 de abril de 2020 [18]. “Se baixarmos a guarda, a
infeccdo se espalharda muito rapidamente... precisamos estar vigilantes”, disse Abe.
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APENDICE: MODELO GENERALIZADO DE RICHARDS

O modelo de crescimento generalizado de Richards (MGR) € definido pela seguinte equacao dife-

rencial ordinéria (EDO) [2, 3]:
dc B C(t)\“
ar = er (1 ( K ) ) v

onde C(t) é o nimero cumulativo de casos (ou 6bitos) no instante de tempo ¢, r € a taxa de crescimento
na fase inicial, 0 < ¢ < 1 € o pardmetro que permite interpolar entre crescimento linear (¢ = 0), sub-
exponencial (¢ < 1) e exponencial (g = 1), K é o tamanho final da epidemia e a é o parAmetro que
mede a assimetria da curva em relacio a forma simétrica do modelo logistico padrio, que é recuperado
parao casode ¢ = o = 1. A EDO (1) deve ser complementada com a condicio inicial

para um dado valor de Cj.

A solucdo exata de (1) para 0 < g < 1, sujeita a condigdo (2), pode ser escrita de forma implicita

como
1-— 1-— 1-— t+t;
x1q2F1(1, aq;l—i_ aq;xCM):r(Ig])-Eq—'_l)’ (3)
onde
Cc(t)
= —7 4
x % 4)

e oF (a, b; c; ) é a fungdo hipergeométrica de Gauss. O pardmetro ¢; que aparece em (3) é determinado
pela condig¢do inicial Cy através da relacio:

C'é_q 1—gq 1—q C§
ti= ————9oF | 1, i1 ' Tra |t 5
r(l—q)2 1( " + " Ka) (5)
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Resolvendo-se numericamente a Eq. (3) para x em funcdo de ¢ (ou na verdade para ¢ em funcio de z),
pode-se obter a forma da curva teérica para C(t;r,q, o, KK, Cp) prevista pelo MGR, onde denotamos
explicitamente a dependéncia da solugdo do modelo com os respectivos parametros livres.

O ponto de inflexdo, t., da curva C(t) é definido como o instante de tempo no qual a segunda
derivada é nula, ou seja, C'(t.) = 0, onde os pontos indicam derivada em relagéo ao tempo. Usando (3),
encontramos

Kl-a (1-q)/a 1— 1 —
te = ( 1 ) QFl(l, b4 -—4, 1 )—tz-. ©6)
r(l—q) \¢g+« o a g+a

Para ¢ = 1 o modelo definido em (1) reduz-se ao modelo de Richards (MR), para o qual existe

uma férmula explicita em termos de fungdes elementares [9]:

K
{1+ aexp[—ar(t —t)]}Y

Ct;r,a, K, t.) = (7)

Do ponto de vista pratico, o MR pode ser usado como uma primeira tentativa de modelagem de uma
dada curva epidémica, por ser mais simples e possuir uma solucdo explicita (ao contrario da solugdo
implicita do MGR). Se esse modelo ‘convergir’, ou seja, produzir um ajuste com parametros aceitiveis
[9], recomenda-se entdo refazer o ajuste com o0 MGR para melhor capturar um possivel crescimento
subexponencial no inicio da curva epidémica, caso exista.

Vale observar, no entanto, que nem o MR nem o MGR s@o aplicédveis a situagdes em que a epidemia
encontra-se na fase inicial de crescimento, quando os dados disponiveis ainda estdo abaixo do ponto de
inflexdo t., estimado por esses modelos [9]. Nesse caso, podemos fazer a aproximacéo de que C' < K
na Eq. (1), de modo que o MGR reduz-se ao chamado modelo de crescimento generalizado [9], o qual é

definido pela seguinte EDO:

dcC
o=l ®)

cuja solucdo é
Ct;r,q,A) = [A+ (1 — q)rt] /170 = AV U=De, (r1/A), ©)

onde a fungdo e, (z) = [1+(1—¢)x]'/(1=9) & conhecida na literatura fisica como a fungdo g-exponencial
[9]. O pardmetro A acima estd relacionado com a condigéo inicial, ou seja, A = C/(0) (1-9) mas devemos
tratar A como um parametro livre a ser determinado a partir do ajuste de (9) a um dado conjunto de dados.
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