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Resumen

[Objetivo] El objetivo de este articulo es presentar los resultados de la implementacion de un disefio
instruccional de ensefianza de la derivada para estudiantes universitarios de la carrera de Ingenieria
Comercial en Chile. [Metodologia] Los participantes del estudio son noventa estudiantes de la
asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios de una universidad chilena. El disefio metodoldgico,
basado en las herramientas del Enfoque Ontosemiotico de la Cognicién e instruccién Matematicos,
considera diversas configuraciones ontosemioticas en las situaciones-problemas sobre tangentes, el
célculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacién, aplicaciones de la derivada para el
calculo de méximos y minimos y anélisis de graficas de funciones. Ademas, integra las TIC en las
diversas actividades. [Resultados] Los resultados indican que la propuesta instruccional de
ensefianza de la derivada supera algunas de las dificultades de aprendizaje de los estudiantes,
evidenciadas en diversas investigaciones. En particular, las dificultades de los estudiantes de
Ingenieria Comercial en torno a la concepcién euclidiana de la recta tangente; la interpretacion de la
funcién derivada y su representacién geométrica, la optimizacién de funciones econdmicas y la
aplicacion de la derivada a funciones marginales. [Conclusiones] Se considera que para que ocurra
la efectividad de un proceso de ensefianza y aprendizaje de la derivada en una carrera especifica, es
fundamental que los programas de asignatura y los formadores de los futuros profesionales
incorporen, en la instruccion, las configuraciones ontosemioticas de la derivada, sus diferentes
campos de problemas y las aplicaciones contextuales junto a los recursos TIC.

Palabras clave: ensefianza de las matematicas; derivada; proceso de instruccién; TIC; Enfoque
Ontosemiotico; formacién de ingenieros; Ingenieria Comercial.

Abstract
[Objective] The objective of this article is to present the results of the implementation of an
instructional design for the teaching of the derivative for undergraduate students of Business
Engineering in Chile. [Methodology] The participants of the study are ninety students of Applied
Business Calculus at a Chilean university. The methodological design, based on the tools of the
Ontosemiotic Approach to Mathematical Cognition and Instruction, consider diverse ontosemiotic
configurations in the situations-problems on tangents, the calculation of derivatives from rules and
theorems of derivation, applications of the derivative for the calculation of maxima and minima and
analysis of function graphs. In addition, it integrates ICT into various activities. [Results] The results
indicate that the instructional proposal for teaching the derivative overcomes some of the student's
learning difficulties, as evidenced in various research studies. In particular, the difficulties of Business
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Engineering students regarding the Euclidean conception of the tangent line; the interpretation of the
derivative function and its geometric representation, the optimization of economic functions and the
application of the derivative to marginal functions. [Conclusions] It is considered that for the
effectiveness of a teaching and learning process of the derivative to occur in a specific career, it is
essential that the subject programs and the trainers of future professionals incorporate the
ontosemiotic configurations of the derivative, its different problem fields and contextual applications
together with ICT resources in the instruction.

Keywords: mathematics education; derivative; instructional process; ontosemiotic approach;
engineering education; commercial engineering.

Introduccion

La derivada es uno de los objetos matematicos fundamentales presente en la
formacion de los ingenieros, lo que ha generado diversos estudios con relacién a la
complejidad de sus significados, sus multiples representaciones, los procesos de ensefianza
y aprendizaje, la idoneidad del significado de la derivada en los distintos curriculos y los
significados parciales en los textos universitarios de ensefianza para las ingenierias (Galindo
Illanes & Breda, 2023b; Larios et al., 2021; Larios & Jiménez, 2022; Pino-Fan et al., 2016;
Rodriguez-Nieto et al., 2022).Trabajar los distintos significados de un objeto matematico es
un aspecto propuesto por el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento e Instruccion
Matematicos (EOS, a partir de ahora) (Godino et al., 2007, 2019) lo cual se plantea analizar
la complejidad de los objetos matematicos por medio de sus pluri significaciones
(significados parciales).

Algunos estudios de la derivada en carreras de Ingenieria Comercial destacan tener
presente la relacion entre los conceptos econdémicos y matematicos, siendo los modos de
representacion los mas utilizados en microeconomia (Ballard & Johnson, 2004; Butler et al.,
1994; Garcia et al., 2006; Hey, 2005). También, por las dificultades en la interpretacion de
situaciones econdémicas debido a la débil comprension de los significados matematicos que
las organizan (Ariza Cobos & Linares Ciscar, 2009).

En esta linea, este trabajo hace parte de una investigacién mas amplia que pretende
profundizar la comprension de los futuros ingenieros comerciales acerca al objeto
matematico derivada en el contexto chileno. Para atender dicho objetivo, se ha realizado un
estudio en diferentes etapas.

La primera etapa fue un estudio diagndstico, lo cual reveld que los futuros ingenieros
comerciales presentan dificultades en: a) el concepto de funcidn y la concepcién euclidiana
de la recta tangente; b) la construccion del significado de recta tangente como limite de rectas
secantes; c) la interpretacidn de la funcién derivada y su representacion geométrica; realizar
operaciones para calcular la pendiente de una recta y; d) operar con funciones (Galindo
Illanes et al., 2022; Galindo Illanes & Breda, 2022Db).

La segunda etapa fue el estudio del tratamiento de la derivada en los programas de
las asignaturas de las carreras de Ingenieria Comercial en Chile, lo cual mostrd que, si bien
la mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizacion de
contenidos y en los elementos linguisticos utilizados para la construccion del objeto derivada,
se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como
una razén de cambio y en los campos de problemas abordados (Galindo Illanes & Breda,
2022a, 2023a).
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La tercera etapa fue el estudio de los significados pretendidos de la derivada en libros
de texto para las carreas de Ingenieria Comercial en Chile, que registro: a) un enfasis en el
significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un
predominante lenguaje simbolico en los argumentos; b) poca presencia de algunos teoremas
importantes relacionados a la derivada y; c) falta de una representatividad de las definiciones
de la derivada (Galindo Illanes & Breda, 2023b).

La cuarta etapa fue el disefio instruccional de un proceso de ensefianza y aprendizaje
de la derivada para futuros ingenieros comerciales, estudiantes de la carrera de Ingenieria
Comercial de una universidad chilena (Galindo Illanes et al., 2023). Para la construccion del
disefio instruccional, se tuvo en cuenta, ademas de las herramientas teoricas del Enfoque
Ontosemidtico (explicadas en la secuencia del texto), los resultados de las etapas del estudio
previamente mencionado.

Con base en lo anterior, este trabajo tiene como objetivo dar a conocer algunos
resultados obtenidos como producto de la implementacién del disefio de un proceso de
ensefianza y aprendizaje de la derivada para futuros ingenieros comerciales, estudiantes de
la carrera de Ingenieria Comercial de una universidad chilena.

Marco teorico

Los desarrollos tedricos propuestos por el EOS, explicados recientemente por Godino
et al. (2019), tienen como objetivo dar respuesta a algunos problemas generados en el campo
de la Educacion Matematica. En el EOS, se asume que la actividad matematica es una
actividad humana centrada en la resolucion de problemas, que acontece en un tiempo-espacio
determinado, a través de una secuencia de practicas que, a menudo, se consideran procesos
(de significacidn, conjeturar, argumentar etc.). Para ello, el EOS propone las nociones de
situacion-problema de practica matematica (secuencia de practicas) que ocurren durante la
resolucion de estas situaciones-problema. Tales secuencias tienen lugar en el tiempo y se
suelen considerar, en muchos casos, como procesos. En particular, el uso y/o la emergencia
de los objetos primarios (problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos), se producen a traveés de los respectivos procesos matematicos de comunicacion,
problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracién de procedimientos (creacion de
algoritmos y rutinas) y argumentacion.

En el EOS, la nocidn de juego de lenguaje ocupa un lugar importante, al considerarla,
junto con la nocién de institucién, como los elementos contextuales que relativizan las
maneras de estar y de existir de los objetos matematicos. Los objetos matematicos intervienen
en las practicas matematicas y emergen de las mismas, segun el juego de lenguaje en que
participan y se agrupan en las distintas dualidades (Font et al., 2013).

v Extensivo-intensivo: los objetos matematicos pueden estar participando como
particulares, o bien, como generales y, segun el juego de lenguaje, pueden pasar de ser
particulares a generales o viceversa.

Vv Expresion-contenido: los objetos matematicos pueden estar participando como
representaciones, o bien, como objetos representados y, segun el juego de lenguaje, pueden
pasar de ser representaciones a ser objetos representados o viceversa.

v/ Personal-institucional: los objetos matematicos pueden estar participando como
objetos personales, 0 bien, como objetos institucionales y, segun el juego de lenguaje, pueden
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pasar de ser personales a ser institucionales. La dialéctica personal-institucional es esencial
en los procesos de instruccion, ya que en ellos se pretende que los alumnos se apropien de
los objetos institucionales (aprendan).

v/ Ostensivo-no ostensivo: estos dos modos de estar de los objetos matemaéticos en la
practica matematica se han de tomar como algo que se puede mostrar a otro directamente
versus algo que no se puede mostrar directamente, solamente por medio de otro algo, que si,
se puede mostrar directamente. Los ostensivos matematicos presentan una caracteristica que
es propia de las cosas del mundo real, que es la existencia real en el tiempo y en el espacio,
mientras que, a los objetos no ostensivos, no se les atribuye este tipo de existencia, pues
usualmente se considera que tienen una existencia ideal.

v'Unitario-sistémico: cuando una entidad matematica es considerada como un objeto,
se esta adoptando una perspectiva unitaria sobre el mismo. Ahora bien, hay momentos en
que interesa adoptar una perspectiva sistémica sobre dicho objeto, por ejemplo, considerando
las partes que lo componen. En esta dualidad, los objetos matematicos pueden estar
participando como objetos unitarios, o bien, como un sistema.

Por otra parte, las dualidades, antes descritas, dan lugar a los siguientes procesos:
institucionalizacion ~ —  personalizacion,  generalizacion  —  particularizacion,
analisis/descomposicion - sintesis/reificacion, materializacion/concrecién -
idealizacion/abstraccion, expresion/representacion — significacion.

El EOS también asume el principio de que el conocimiento de un objeto, por parte de
un sujeto (ya sea individuo o institucion), es el conjunto de funciones semiéticas que este
sujeto puede establecer en las que el objeto interviene como expresion o contenido. Ademas,
la correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde tal objeto interviene se
interpreta como el significado de ese objeto (institucional o personal). Por ejemplo, cuando
un sujeto realiza y evalUa una secuencia de précticas matematicas, activa un conglomerado
formado por situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos
y argumentos, articulados en lo que, en términos del EOS, se llama una configuracion de
objetos primarios (Font et al., 2013). Para delimitar los significados de un objeto matematico,
el EOS propone la herramienta denominada analisis de sistemas de practicas (personales e
institucionales) y las configuraciones ontosemidticas involucradas en ellas (Godino, 2014;
Godino & Batanero, 1994).

En Font et al. (2013) se explica que la nocién de complejidad del objeto matematico
y la de articulacion de los componentes de dicha complejidad juegan un papel esencial.
Entender la complejidad, en términos de una pluralidad de significados, es resultado de la
visién pragmatista sobre el significado que se asume en el EOS. Desde un punto de vista
pragmatista, el significado de un objeto matematico se entiende como el conjunto de practicas
en la que dicho objeto interviene de una manera determinante (o no). Un objeto matematico,
que se ha originado como un emergente del sistema de practicas que permite resolver un
determinado campo de problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes
programas de investigacion. Cada nuevo programa de investigacion permite resolver nuevos
tipos de problemas, aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y, por tanto, definir)
de manera diferente, utilizar nuevas representaciones etc. De esta manera, con el paso del
tiempo, aparecen nuevos subconjuntos de practicas (sentidos) que amplian el significado del
objeto.

Para el objeto matematico derivada, Pino-Fan et al. (2011) caracterizan su
complejidad mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la
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matematica griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar
tangentes; 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de
limite para el calculo de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el célculo de
tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8) célculo de diferencias; y 9) derivada como limite.

En Pino-Fan et al. (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la
reconstruccion del significado global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la
representatividad del significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México. La
caracterizacion de la complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan et al. (2011) facilita
tener elementos para disefiar cuestionarios que permiten caracterizar la comprension de los
estudiantes, futuros profesores o profesores en servicio sobre la derivada (Pino-Fan et al.,
2015). Galindo Illanes y Breda (2023b), profundizan el estudio de los significados de la
derivada en el caso de que este objeto sea ensefiado a estudiantes de ingenieria comercial. En
este estudio, teniendo en cuenta las herramientas del EOS que se acaban de presentar y los
estudios previos realizados (pre requisitos para este) en Galindo Illanes et al. (2022, 2023) y
Galindo Illanes y Breda (2022b, 2022a, 2023a, 2023b) se busca presentar los resultados de
un proceso de instruccidn de la derivada aplicado a futuros ingenieros comerciales en Chile.

Metodologia

En este apartado se explica el contexto del estudio, los instrumentos de colecta de

datos y el analisis de estos.

Contexto del estudio y participantes

Participaron en la investigacion 90 estudiantes de la carrera de Ingenieria Comercial

de la Facultad de Economia y Negocio de una universidad chilena, con edades entre 19 y 20
afios. El plan de estudios de Ingenieria Comercial considera la asignatura de calculo aplicado
a los negocios en el tercer semestre académico, y tiene como prerrequisito el curso de Algebra
0 Métodos Cuantitativos.

Bases para una propuesta didactica implementada

El plan de intervencion implementado considerd, para el desarrollo de la ensefianza de la

derivada, los siguientes elementos:

a) Campos de problema. A partir del significado institucional pretendido y el anélisis de
referencia de Galindo Illanes y Breda (2023b), la propuesta considera los campos de
problemas sobre: tangentes (CP1), el célculo de derivadas a partir de reglas y
teoremas de derivacion (CP2), y aplicaciones de la derivada para el célculo de
maximos y minimos, y analisis de graficas de funciones (CP3).

b) Configuraciones epistémicas. La propuesta considera las configuraciones epistémicas
caracterizadas y utilizadas por Galindo, Breda y Alvarado (2023), estas son:

M Configuracién Manipulativa, el estudiante trabaja con papel, regla y lapiz. El
lenguaje utilizado en esta configuracion es el caracteristico de los
procedimientos descriptivos y de la geometria analitica.

(i)  Configuracion Computacional, el estudiante dispone de notebook o celulares
o0 Tablet, internet, GeoGebra (version gratuita) y codigo QR. El lenguaje y los
procedimientos son de tipo grafico, geométrico y descriptivo.

(ili)  Configuracion Algebraica, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, Software educativos como Symbolab (version gratuita). El
lenguaje y procedimientos son de tipo simbolico y tabular.
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c) Trabajo presencial de aula y trabajo auténomo fuera de aula. La trayectoria didactica
considera sesiones en aula y sesiones fuera del aula, todas dirigidas por el docente de
la asignatura. Las sesiones de aula se desarrollan en formato presencial y en los
horarios establecidos de clases. Sin embargo, las sesiones fuera de aula no tienen
horario establecido y considera el trabajo autdbnomo del estudiante.

Desarrollo de la ensefianza

El programa de actividad curricular de Célculo Aplicado a los Negocios se desarrolla en
15 semanas, cada semana dispone de 4 sesiones presenciales en aula, cada sesion tiene una
duracién de 80 minutos. Ademas, cada semana dispone de 2 horas cronoldgicas de trabajo
autonomo, declaradas en el programa curricular de la asignatura.

Las sesiones presenciales de aula se realizaron en los horarios establecidos para las clases
teoricas y practicas, las actividades consideradas fueron individuales y grupales colaborativas
favoreciendo el dialogo, la retroalimentacion y la consolidacion de los conocimientos
adquiridos por el estudiante durante su trabajo auténomo. Las sesiones fuera de aula son parte
del trabajo autonomo del estudiante e incluyen actividades como visualizar videos
educativos, leer apuntes tedrico-practico y realizar las tareas, disponibles en la plataforma
virtual Moodle.

La unidad 1 de aprendizaje corresponde al estudio de la derivada de funciones reales, a
través de los campos de problemas CP1, CP2 y CP3, para el desarrollo de la ensefianza se
contemplan 5 semanas de clases, la temporalizacién y planificacién es una adaptacion de
Galindo Illanes et al. (2023), descritas en la tabla 1:

Tabla 1

Temporalizacion y Planificacién de los Campos de Problemas.

Semana CP Sesiones Tiempo SP Sesiones Tiempo TA
Presenciales (SP) Trabajo
Auténomo (TA)
1 1 1-4 320 minutos 1 120 minutos
2 1 5-8 320 minutos 2 120 minutos
3 2 9-12 320 minutos 3 120 minutos
4 3 13-16 320 minutos 4 120 minutos
5 3 17-20 320 minutos 4 120 minutos

Nota: Adaptacion de Galindo Illanes et al. (2023).

La planificacion del estudio de los campos de problemas de la derivada, contemplados
en el programa de la asignatura, contemplan veinte sesiones presenciales de aula y 8 sesiones
de trabajo autonomo fuera de aula, en un tiempo de cinco semanas. En la tabla 2 se presenta
una adaptacion de las actividades descritas en Galindo Illanes et al. (2023).

Tabla 2

Temporalizacion y Planificacion de CP1, CP2y CP3.
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practico del curso,
que considera la
construccion de la simblico Computaci
1 CP1 Tarea TAL1 ecuacidn de unarecta e onal
Gréfica :
tangente a una curva. Algebraica
Aplicacion de la
recta tangente a
problemas
econémicos.
9 CP1 Tarea TA2 Apllcamon_, de la Tat;u_lar Computaci
interpretacion Gréfica onales
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geométrica de la
derivada.

Simbolico
Descriptiv
0

Algebraica

3 CP2

Tarea TA3

Estudio de
manuscrito tedrico-
practico del curso,
que considera el
calculo de derivadas
utilizando el algebra
de derivadas y las
reglas de derivacion.

Simbolico

Computaci
onal
Algebraica

4 CP2

Tarea TA4

Estudio de
manuscrito tedrico-
practico del curso,
que considera el uso
de las reglas de
derivadas para el
calculo de
marginales.

Simbolico

Computaci
onal
Algebraica

5 CP3

Tarea TAS

Estudio de
manuscrito tedrico-
practico del curso,
que considera la
aplicacion del
criterio de la primera
y segunda derivada a
problemas  clésicos
de optimizacién de
funciones reales y
econdmicas.

Simbolico
Gréfico

Computaci
onal
Algebraica

6 CP3

Tarea TAG

Estudio de
manuscrito teorico-
practico del curso,
que considera la
aplicacion de la
primera derivada
para el anlisis de la
monotonia de
funciones reales y
econdmicas.

Simbolico
Gréfico

Computaci
onal
Algebraica

7 CP3

Tarea TA7

Estudio de
manuscrito teorico-
practico del curso,
que considera la
aplicacion de la
segunda  derivada

Simbolico
Grafica

Computaci
onal
Algebraica
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para la optimizacion
de funciones reales y
economicas.

Estudio de
manuscrito tedrico-
practico del curso,

que considera la . ., .. Computaci
aplicacion de los Sm,]pO"CO onal

8 CP3 Tarea TA8 L . Gréfica i
criterios de primeray Algebraica

segunda  derivada
para la optimizacion
de funciones
economicas.

Nota: Adaptacion de Galindo Illanes et al. (2023).

Para comenzar el estudio de la derivada, es fundamental construir previamente el
concepto de la recta tangente a una curva considerando las concepciones cartesiana y
euclidiana (Galindo Illanes et al., 2022) es por ello que durante las sesiones presenciales de
1 a 4 (tareas SP1 y SP2), y la sesion de trabajo autonomo 1 (tarea TA1) se propone a los
estudiantes resolver tareas que le permitiran ampliar la concepcion euclidiana a la cartesiana,
mediante la construccion de la recta tangente como limite de rectas secantes (Galindo Illanes
et al., 2023). Ademaés, con la intencion de tematizar el esquema de recta tangente (Galindo
lllanes et al., 2022) se consideran aplicaciones econémicas, relacionando el concepto de
pendiente de la recta secante con el de costo medio y el concepto de costo marginal como la
aproximacion de los costos medios calculados, destacando su equivalencia con la pendiente
de la recta tangente.

Con el proposito de relacionar la pendiente de la recta tangente a una curva con la
derivada de la funcion en el punto de tangencia, las sesiones presenciales 5y 6 (Tarea SP3)
se enfocan en el proceso de la identificacion de la tendencia de las pendientes de las rectas
secantes con la derivada de la funcidn en el punto de tangencia (Galindo Illanes et al., 2023).
En la sesion 2 de trabajo autbnomo (Tarea TA2) se consolida la interpretacion geométrica de
la derivada, fortaleciendo el vinculo entre la recta tangente y la derivada en un punto.

Posteriormente, se articula la derivada de una funcion en un punto y su funcion
derivada, a través de la sesién presencial 7 (Tarea SP4), que promueve el transito entre las
representaciones grafica, tabular y analitica de f*, la expresion simbolica de la funcion f(x)
es conocida y se construye la funcion que cumplen todas las pendientes de las rectas
tangentes, ésta corresponde a la funcion simbdlica de f”(x) (Font, 2005), entre los ejercicios
desarrollados se considera el problema propuesto por Galindo y Breda (2023b). Luego se
generaliza la funcion derivada como la funcién que a cada valor le hace corresponder la
pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)). Finalmente, a través de
la manipulacion de un applet de GeoGebra, se espera que el estudiante interprete la funcion
derivada f'(x) como la funcion cuyas imagenes, y, = f"(x,), corresponden a las pendientes
de las rectas tangentes a la funcion f en x,.
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La sesion presencial 8-9 (tarea SP5, SP6 y TA3) tiene el propdsito de establecer la
definicion simbolica de la funcion derivada y el algebra de ésta. Para ello, se utilizara un
lenguaje mayormente simbdlico y la configuracion sera algebraica.

Las sesiones presenciales de 10 a 12 (tarea SP7, SP8, SP9, TA3 y TA4) tienen por
proposito, establecer las reglas de derivadas y aplicarlas junto &lgebra de la funcién derivada.
Si bien, al establecer las reglas de derivadas, el lenguaje sera mayormente simbdlico, también
se utilizard un lenguaje gréfico, a través de un applet de GeoGebra que permitira visualizar
graficamente la funcion derivada. Ademas, se propone a los estudiantes aplicar el algebra de
la funcidn derivada y las reglas de derivacion en el céalculo de funciones marginales,
utilizando configuraciones algebraicas y un lenguaje simbolico.

En la sesion presencial de la 13 a la 15 (Tarea SP10, SP11, SP12, TA5 y TAG) se
establece una articulacién entre la interpretacion geomeétrica de la derivada y el criterio de la
primera derivada, a través del andlisis de la monotonia de una funcion real. Utilizando un
lenguaje mayormente grafico y en menor medida simbdlico. La configuracion sera
computacional gracias a la integracion de un applet de GeoGebra. Finalmente, se establecen
los criterios de la primera y segunda derivada para la optimizacion de funciones reales y
econOmicas, ademas de aplicar la primera derivada al trazado de curvas de funciones reales
y econdmicas.

La sesién presencial 16-17 (Tarea SP13, SP14, TA7 y TA8) tienen como propdsito
aplicar el criterio de la segunda derivada a problemas clasicos de optimizacion de funciones
reales y econdmicas. Su lenguaje serd gréafico y simbdlico, y las configuraciones seran
algebraicas.

Finalmente, las sesiones de 18 a 20 tienen como propdsito, consolidar de manera
manipulativa la aplicacion de los criterios de primera y segunda derivada para la optimizacion
de una funcién costo (SP15, SP16, SP17). Utilizando un lenguaje mayormente gréafico y
geométrico, y en menor medida simbolico y descriptivo. La configuracién sera
computacional, manipulativa y algebraica.

Instrumentos de colecta de datos

Durante la implementacion de las actividades y al finalizar cada campo de problemas
se considera un instrumento evaluativo que permite realizar un analisis exploratorio del
aprendizaje de los estudiantes. A continuacién, por motivos de espacio se presentan una tarea
representativa aplicada en cada campo de problemas.

La pregunta que representa el campo de problemas 1, proporcionara informacion en
torno al conocimiento especializado del estudiante sobre tangentes, ya que durante el
desarrollo deberé llevar a cabo la tematizacion del esquema de recta tangente y concluir el
significado geométrico de la derivada en un punto para dar respuesta al enunciado (figura 1).

Tarea 1. Se sabe que la funcion Ingreso (I) esta dada por I(q) = g2, con g > 0, donde
q representa unidades.

Se sabe que la gréfica de la funcion Ingreso (I) es:
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Grafico 1: Funcion Ingreso (I1(q))

y la gréfica de la funcion Ingreso Marginal es:

Gréfico 2: Funcién Ingreso Marginal

a) Justificando adecuadamente determine la pendiente de la recta tangente a la funcion
ingresoeng=1,q =4yq=0.
b) Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcion ingresoen g = 4y q = 0.
c) Determine donde el Ingreso Marginal es positivo, negativo o igual a O.
Considerando que se trabaja con unidades.
d) Explique con sus propias palabras el comportamiento de la funcion Ingreso y su
relacién con la grafica del ingreso marginal.
Figura 1. Tarea 1 aplicada a los estudiantes al finalizar el campo de problemas
sobre tangente (CP1). (Galindo Illanes et al., 2023).

En esta tarea el estudiante debe analizar los gréficos estableciendo la informacion que
permitird determinar las pendientes de las rectas tangentes solicitadas y la posterior
construccidn de éstas. Por ejemplo: Para determinar la pendiente de la recta tangente en g =
4, el estudiante debe observar el grafico 2 y establecer que la pendiente de la recta tangente

13
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es I'(4) = m,, =8. Finalmente, el estudiante puede construir la ecuacion de la recta tangente
(I = 8gq — 16), observando del grafico 1 que 1(4) = 16.

A continuacidn, la pregunta que representa el campo de problemas 2, proporcionara
informacidn en torno a la aplicacion de las reglas de derivadas y el algebra de la funcién
derivada en el célculo de funciones marginales, utilizando configuraciones algebraicas y un
lenguaje simbolico (figura 2).

Tarea 2. Considere la siguiente funcion costo e ingreso en unidades monetarias [UM]:

4 3 2
q* 2q° 1lq
C(q)=I+T— > +12q
2
r(q) = q° +—5q2 +40q

a) Calcule e interprete el costo marginal (C'(q)) y el ingreso marginal (r'(g)) de producir

la unidad namero 11. No olvide indicar el algebra de derivadas utilizadas y las reglas de

derivacion.

b) Luego de realizar los calculos en a), ¢Es conveniente producir la unidad nimero 11?
Figura 2. Tarea 2 aplicada a los estudiantes al finalizar el campo de problemas

sobre célculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion (CP2). Elaboracién

de las autoras.

En esta tarea, se espera que el estudiante aplique el algebra de las derivadas y las
reglas de derivadas para el calculo del costo marginal y del ingreso marginal, ademés debe
indicarlas en orden a medida que fueron utilizadas. Por ejemplo: Considerando fy g
funciones reales continuas, ¢ y n una constante real, n = —1.

2 !
r'(q) = ( 3+ —+40 )
(@) =1q 542 q

!

e (2 , Algebra de la derivada
- @'+ (5) + @00 (f+9) = () + (o)
a2, , Algebra de la derivada
= (@) +5 @) +40(q) C ) =c ()

Regla de derivadas
(") =n-x"1

4
(@) = 3¢% — — + 40
r'(q) = 3q 547

2
=3q2+§-—2-q‘3+40-1

Ingreso marginal

Luego, para determinar si es conveniente producir la unidad numero 11. Se espera
que el estudiante evalle las funciones marginales del ingreso y costo en =10, para poder
predecir la conveniencia de la produccion de la unidad ndmero 11. En decir,

'(10) = 3-10% — * +40 = 224999 340
T = 5-10% ' 1250
¢'(10) =103 +2-102—11-10 + 12 = 1102
El estudiante debe concluir que, como ¢’ (10) > r'(10), no es conveniente producir la unidad
namero 11.
Finalmente, se presenta una de las preguntas del instrumento que se aplicara al

finalizar el campo de problemas 3. El cual nos permite analizar la comprension del estudiante
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en torno a la relacion que existe entre la representacion gréafica de la funcion y de su derivada
f~, a través del criterio de la primera derivada para extremos relativos y el anélisis de la
monotonia (figura 3).

Tarea 3. Para un producto la funcion de ingresoes  I(q) = 450q — 4q* v la funcidn

de costo total es c(q) = 0.004q3 + 20q + 5000 . Determinar:

a) La monotonia de la funcién utilidad.

b) ¢A qué nivel de produccion se maximiza la utilidad y cual es la utilidad maxima?

¢) Con la informacion obtenida, realice un bosquejo de la funcion utilidad.

Figura 3. Tarea 3 que se aplicara a los estudiantes al finalizar el campo de

problemas aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos, y analisis de
graficas de funciones (CP3). Elaboracién de las autoras.

En este problema se espera que el estudiante modele la funcion utilidad, es decir:
U(qg) = —0.004q% — 4q% + 430q — 5000, ¢ =0
Luego se espera que derive la funcién utilidad y analice para qué valores reales de g:
U'(q) =0, U'(q) >0, U'(q) <0

Esto permitira al estudiante determinar la monotonia de la funcion utilidad, posteriormente
aplicar el criterio de la primera derivada para extremos relativos obteniendo de esta forma el
nivel de produccion que maximiza la utilidad y la utilidad méaxima. Finalmente, con la
informacién de la monotonia de la funcion utilidad y los extremos relativos, el estudiante
podra realizar un bosquejo.

Método de analisis

Luego de aplicar los instrumentos evaluativos, al finalizar la implementacion del disefio
instruccional, se realizd un analisis de tipo mixto (Johnson & Onwuegbuzie, 2004), por
medio de la nocidn de configuraciones de los objetos primarios del EOS, que nos permitira
realizar un analisis exploratorio, cuantificando la cantidad de acciones correctas (frecuencia)
relacionadas a las resoluciones de los estudiantes en los problemas propuestos para cada uno
de los objetos primarios. Ademas, desde el punto de vista cualitativo, sera posible identificar
las respuestas y argumentos correctos e incorrectos de los estudiantes al resolver las tareas
propuestas.

Analisis y resultados

A continuacion, se presentan algunos resultados obtenidos por los 90 estudiantes de
Ingenieria Comercial. Ademas, se realiza un analisis exploratorio evidenciando con iméagenes
los procedimientos y argumentos de las respuestas de algunos estudiantes.

La tabla 3 explicita los resultados de la Tarea 1 que contestaron los estudiantes de
Ingenieria Comercial, se observa que el 93% de los estudiantes identifica la relacion entre la
funcién ingreso y su marginal, y por consiguiente comprenden que la funcién ingreso
marginal proporciona las pendientes de las rectas tangentes, es decir, realiza el proceso
correcto de tematizacién de la recta tangente en la interpretacion geométrica de la derivada.
Ademas, debemos observar que el 78% identifican las pendientes de las rectas tangente a la
funcion ingreso, observando la funcion ingreso marginal. Finalmente, el 42% de los
estudiantes justifica correctamente el vinculo que existe entre la funcién ingreso marginal y
la funcion ingreso, para el anélisis de la monotonia de la funcion ingreso.
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Estos resultados evidencian el aprendizaje de la tangente a una curva, la interpretacion
geométrica de la derivada y la aplicacion de la derivada en el analisis marginal. Ademas,
indican una mejora en la construccion de la concepcion cartesiana de la recta tangente,
superando de esta forma las dificultades evidenciadas por las investigaciones previas (Biza
& Zachariades, 2010; Galindo Illanes et al., 2022; Orts Mufioz et al., 2016; Santi, 2011).

Tabla 3

Frecuencia de aciertos de la Tarea 1 (n=90).

Acciones para los problemas Objetos Frecuencia Frecuencia

sobre tangentes (CP1) primarios absoluta relativa (%0)

Justifica correctamente el vinculo que
existe entre la _,fu_nC|on ingreso Argumento 84 93
marginal y la funcion ingreso, para el
calculo de rectas tangentes.
Relaciona correctamente la pendiente
de !a recta tangente_,a la curva con la Definicion 84 93
derivada de la funcién en el punto de
tangencia.
Identifica las pend_lgntgs de las rectas Representacion 70 78
tangentes a la funcion ingreso.
Ut|||z_a,correctamente la formula_ de la Procedimiento 65 79
ecuacion de la recta punto-pendiente.
Justifica correctamente el vinculo que
existe entre la funcién ingreso
marginal y la funcion ingreso, para el Argumento 38 42
andlisis de la monotonia de la funcion
ingreso.

Nota: elaboracién de las autoras.

En la figura 4, se observa que un estudiante identifica las pendientes de las rectas
tangentes observando la funcion ingreso marginal, es decir, conoce el vinculo existente entre
la funcion ingreso y su marginal. Ademas, construye correctamente las ecuaciones de las
rectas tangentes a la funcién ingreso realizando el proceso correcto de tematizacion de la
recta tangente en la interpretacién geométrica de la derivada.

X =0 A=A
3 |
Tx=-n =® LP(,?‘QW LNy = ol SN WA= ~oy-n =A
L

Y- 4= -F(R-CA)) ¥i=O= =3 (ko) Y- G2 = A (x—A)
Y =\ = —Fx | =% V-0 = -3x +oO 2 = yxXis A
[y=—fai>\

Figura 4. Desarrollo correcto de un estudiante en la construccion de la recta tangente
a la funcion ingreso.
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La figura 5, muestra que, si bien el estudiante comprende que la grafica de la funcion
derivada le proporcionara las pendientes de las rectas tangentes, aln presenta algunas
ambigliedades al momento de definirla, manifestando que “Derivada es lo mismo que
pendiente”. Ese tipo de ambiguliedad puede estar relacionada con el lenguaje utilizado por el
profesor al momento de explicar la definicion de derivada, por ejemplo, al utilizar
expresiones metaféricas o un lenguaje simplificado para facilitar la comprension del
estudiante (Lobner, 2013), o bien, puede estar relacionada por una disparidad de significado
que tiene el propio sujeto al momento de interpretar la definicion de la derivada (Godino
etal., 2007).

[

1 Y

w— fPafo codo Q0. dc \a Yeckon \0.(\(\0/\\"\ PROYNY : “( .
g Pofo €x0 devd VN T 4,

do ) \ :
dckor MNOY 01 penduenicy A « (
/)\)\»(JOI\” desnodo Y6 QUL Ao

.0 \ ) AL

Figura 5. Ambiguedad de un estudiante al referirse a la derivada.

La figura 6, muestra que un estudiante, intuye la funcién algebraica que corresponde a
la gréafica de la funcion ingreso, luego de eso obtiene su derivada, utilizando las reglas de
derivacion y construye las ecuaciones de las rectan tangente solicitadas. Esto indica que el
estudiante comprende que la derivada le proporcionara las pendientes de las rectas tangentes
que necesita, sin embargo, no vincula la derivada del ingreso con su marginal.

'!‘(r_\\v (q~].
((4\; = »-Z(\
Leuacion D . o TOMg) 2 AT e YR G i 7y n\uc) =0
o AR ART] ( -
(
y— 1= @llx— 1)
=0 2 X =00 A

I =]

O GO 0N IR LA TRCTA TOnganTd
arvlay tarva F L Q) iy 8 A o w
PesiFATANYT QY Yot 22—

Figura 6. Desarrollo algebraico de un estudiante en la construccion de la recta
tangente a la funcion ingreso.

La figura 7 muestra la justificacion de un estudiante, en torno al vinculo que existe

entre la funcién ingreso marginal y la funcién ingreso, para el analisis de la monotonia de la
funcion ingreso. Sin embargo, se observa una imprecision en la definicion de punto critico.
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Figura 7. Justificacion de un estudiante del comportamiento de la funcion Ingreso y su
relacion con la gréfica del ingreso marginal.
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La tabla 4 presenta los resultados de la Tarea 2 que contestaron los estudiantes de
Ingenieria Comercial, se observa que el 97% identifica y el 94% aplica de manera correcta
el algebra de las derivadas. Ademas, que el 89% identifica y el 78% aplica correctamente las
reglas de derivadas. Sin embargo, solo el 44% de los estudiantes aplicé correctamente la
derivada en el analisis marginal y tomaron la decision correcta. Estos resultados indican que
las actividades realizadas en el disefio instruccional permitieron que los estudiantes realizaran
correctamente el calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacién. Sin
embargo, se observan dificultades al aplicar la derivada para la toma de decisiones.

Tabla 4
Frecuencia de aciertos de la Tarea 2 (n=90)
sobre calculo ce Gernvadaa partir e OPIet9s L lIER Frecuencia
b primarios relativa (%o)

reglas y teoremas de derivacion (CP2)
Indica correctamente el algebra de las

derivadas utilizadas para el calculo de las  Proposiciones 87 97

marginales.

?p[lca correctamente el algeb_ra de las Procedimiento 85 94
erivadas en el célculo de marginales.

Indica Ia§ reglas de derlvaplon utilizadas Proposiciones 80 89

para el calculo de las marginales.

Apl_lca _,correctanjente las re_glas de Procedimiento 20 78

derivacion en el calculo de marginales.

Evalua el costo marginal en g = 10, para

tomar una decisién en torno a la unidad Procedimiento 40 44

numero 11.

Evalua el ingreso marginal en g = 10,

para tomar una decision en torno a la Procedimiento 40 44

unidad namero 11.

Justifica  correctamente  que  es

conveniente producir la unidad nimero  Argumento 40 44

11.
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Nota: elaborado por las autoras.

La figura 8 muestra la construccion, de un estudiante, de la funcion costo marginal,
indicando las reglas y algebra de la derivada de manera correcta. Es decir, el estudiante
aplica la derivada para la obtencion de las marginales.

3

)' L5 ICR™Y =

S

Figura 8. Procedimiento de un estudiante para la obtencion del costo marginal.

La figura 9 muestra la interpretacion correcta de la funcién costo marginal e ingreso
marginal, al evaluarse en g = 10. Al estudiante se le solicita predecir para la unidad nimero
11 por lo que decide evaluar en la unidad 10, es decir, el estudiante aplica la derivada en
marginales e interpreta correctamente.

Figura 9. Interpretacion del costo marginal e ingreso marginal al evaluar en g = 10.

La figura 10 expone la justificacion correcta en la toma de decision en torno a la
produccion de la unidad nimero 11, para ello el estudiante utiliza el costo marginal e ingreso
marginal evaluado en g = 10.

e B 5 S _¢___h._,

Figura 10. Justificacion de no producir la unidad namero 11.
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La tabla 5 presenta los resultados de la Tarea 3 que contestaron los participantes, se
observa que el 98% de los estudiantes modela correctamente la funcion utilidad y determina
su derivada aplicando las reglas y teoremas de derivacion, el 78% identifica los valores
criticos y el 76% identifica los intervalos donde U’(q) >0 y U’(q) < 0. Los errores
observados son mayormente aritméticos y de &lgebra basica, es decir conocimientos previos.
El 70% de los estudiantes aplica correctamente la derivada para el andlisis de la monotonia
de la funcidn, sin embargo, el 56% comprende que los valores criticos son posibles extremos
y el 53% que deben ser analizados utilizando el criterio de la primera derivada para extremos
relativos. Finalmente, sélo el 39% de los estudiantes realizé el bosquejo de la funcion
utilidad. Los resultados indican que, si bien los estudiantes aplican la derivada para el calculo
de maximos y minimos y andlisis de gréaficas de funciones, todavia se observan limitaciones,
producto de la complejidad de los objetos matematicos necesarios para construir la derivada,
especificamente, funcion real, grafico de funciones reales y ecuaciones.

Tabla 5

Frecuencia de aciertos de la Tarea 3 (n=90)

Acciones para los problemas sobre Frecuencia

aplicaciones de la derivada para el Objetos Absoluta  Frecuencia

célculo de maximos y minimos, y analisis primarios relativa

de aréficas de funciones (CP3)
Modela correctamente la funcion utilidad. Definicién 88 98
Determina la derivada de la funcion utilidad,
utilizando correctamente las reglas y algebra  Proposiciones 88 98

de las derivadas.
Determina correctamente los valores de g en

el dominio, tal que U’(q) = 0 Procedimiento 70 78
Determina correctamente los valores de g en o
el dominio, tal que U’(q) > 0 Procedimiento 68 76
Determina correctamente los valores de g en -
el dominio, tal que U’(q) < 0 Procedimiento 68 76
Relqcu_)na correctamen:[e U_(g) > 0 con el Proposiciones 63 70
crecimiento de la funcion utilidad
Relacpnq correctamente_ ,U (q_)_> 0 con el Proposiciones 63 70
decrecimiento de la funcion utilidad
Relaciona los valores de q tales que U’'(q) =
0 con los posibles extremos de la funcién  Proposiciones 50 56
utilidad.
Aplica correctamente el criterio de la
primera derivada para determinar el nivel de -

et - Proposiciones 48 53
produccién en el que se alcanza la utilidad
méaxima.
Determina justificando correctamente la Argumento 48 53

utilidad méxima
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El bosquejo realizado describe
correctamente la monotonia y extremos de la  Procedimiento 35 39
funcion utilidad.

La figura 11 muestra el modelamiento correcto de la funcion utilidad y su derivada. Es
decir, el estudiante comprende que para optimizar la funcion utilidad requiere trabajar con su
funcidn derivada.

Figura 11. Funcion utilidad y su derivada construida correctamente por un estudiante.

La figura 12 muestra la obtencion de los valores criticos resolviendo la ecuacion
generada al igualar a cero la derivada de la funcidn utilidad. Es decir, el estudiante conoce la
definicion de puntos criticos y resuelve correctamente una ecuacion de tercer grado
utilizando algebra basica, debemos observar que la funcion derivada no presenta
discontinuidades.

Figura 12. Obtencion de los puntos criticos de la funcion utilidad

La figura 13 muestra la respuesta de un estudiante en torno a la produccién y venta de
1.000.000 para alcanzar la utilidad maxima. Es decir, el estudiante aplica correctamente la
derivada para la optimizacion de funciones econémicas.

Figura 13. Justificacion de la optimizacion de la funciéon utilidad.
Conclusiones

El objetivo de ese articulo fue presentar los resultados de la implementacién de un
disefio instruccional de ensefianza de la derivada para futuros ingenieros comerciales en
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Chile. Para ello, el disefio instruccional aplicado consideré diversas configuraciones
ontosemioticas en las situaciones-problemas contextualizadas sobre tangentes, aplicaciones
de la derivada para el célculo de méximos y minimos, analisis de gréaficas de funciones, y el
calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion. Ademas, se ha incorporado
las TIC en las diversas tareas, favoreciendo el transito entre los tipos de lenguajes escrito,
numérico, grafico y simbdlico (Galindo Illanes et al., 2023; Galindo lllanes & Breda, 2023b).

Los resultados apuntan que los estudiantes que participaron de esa implementacion,
aunque presentaron algunas limitaciones, tales como la dificultad en el bosquejo de la funcion
utilidad o la aplicacion de la derivada para la tomada de decisiones, evidenciaron el
aprendizaje sobre la tangente a una curva, la interpretacion geometrica de la derivada y la
aplicacion de la derivada en el anélisis marginal, indicando una mejora en la construccion de
la concepcidn cartesiana de la recta tangente.

Esos resultados estan directamente relacionados con los aspectos innovadores de esta
investigacion. EI primer aspecto fue la utilizacidn transversal, en toda la unidad didéactica, de
recursos TIC (applets, GeoGebra, codigos QR). El segundo aspecto fue el tiempo dedicado,
en la programacion, a la interpretacion geométrica de la derivada, una vez que fue esa nocion
la que permitio a los estudiantes resolver una mayor variabilidad de problemas presentes en
la carrera de Ingenieria Comercial, tales como los de optimizacion. Ademas, fue a partir de
la interpretacion geométrica de la derivada que los participantes elaboraron de forma global
la construccion del concepto de la derivada. El tercero aspecto fueron los problemas de
aplicacion. En esta investigacion se ha trabajado, por ejemplo, grafica de funciones y
optimizacion de funciones vinculados al contexto de Economia y Negocios. Estos aspectos,
en nuestra vision, han posibilitando a los estudiantes construir de manera progresiva el
significado de la derivada.

Una de las limitaciones del estudio fue el insuficiente tiempo destinado al desarrollo
de las tareas por parte de los participantes, dado que ellos no tenian todos los conocimientos
previos necesarios para la comprension de los nuevos conceptos. Por ejemplo, para que el
estudiante pudiera realizar una tarea sobre la interpretacion geométrica de la derivada, fue
necesario destinar tiempo para retomar conocimientos previos sobre funciones. Otra
limitacidn se ha dado por las fallas de conexion con la internet, dificultando la accesibilidad
de los alumnos al material, ya que deberian conectar sus moéviles a los cddigos QR para
accederlos.

Como perspectiva futura, para una mejor formacién de ingenieros comerciales, se hace
necesario un cambio en los programas de las asignaturas que incluyen la ensefianza de la
derivada, a fin de que estos contemplen explicitamente una mas completa y significativa
variabilidad de campos de problema, incorporando la complejidad de la derivada, en
particular, su interpretaciébn geométrica, dado que es la nocion que mas se utiliza en la
Ingenieria Comercial. Ademas, se hace necesario un proceso de formacion de los profesores
que forman a esos futuros ingenieros, habilitindolos en la ensefianza de los diferentes
significados de la derivada, sus diferentes campos de problemas, representaciones,
procedimientos, argumentos, proposiciones y aplicaciones contextuales junto a los recursos
TIC.

Financiamiento
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