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Aspectos Computacionales del Problema de
Fermat-Weber y sus Algoritmos de Solucion
Computational Aspects of the Fermat-Weber Problem and its Solution Algorithms

Pablo Soto-Quiros'*

Resumen

Este articulo cientifico resume los aspectos computacionales mas relevantes de la literatura sobre el problema
de Fermat-Weber (FW). El problema FW tiene como objetivo calcular un punto que minimice la suma de las
distancias euclidianas ponderadas a p puntos fijos en el plano. Presentamos los pseudocoédigos, analisis de
convergencia, implementacion computacional y simulaciones numeéricas de todos los métodos explicados en este
articulo cientifico. Al final, damos un ejemplo de procesamiento de imagenes para determinar la imagen repre-
sentativa de un conjunto de imagenes. Todas las implementaciones computacionales se desarrollan en MATLAB.

Abstract:

This scientific article summarizes the most relevant computational aspects of the literature on the Fermat-Weber
(FW) problem. The FW problem aims to compute a point that minimizes the sum of weighted Euclidean
distances to p fixed points in the plane. We present the pseudocodes, convergence analysis, computational
implementation, and numerical simulations of all the methods explained in this scientific article. In the end, we
give an example of image processing to determine the representative image of a set of images. All computational
implementations are developed in MATLAB.

Palabras Claves
Problema de Fermat-Weber — Aspectos Computacionales — MATLAB

Keywords:
Fermat-Weber Problem — Computational Aspects — MATLAB

' Escuela de Matemética, Instituto Tecnoldgico de Costa Rica, Cartago, Costa Rica
*Email: jusoto@tec.ac.cr — ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2903-3116

Tabla de Contenidos

Introduccion

1. Introduccion

El problema de Fermat-Weber (FW) es un problema de op-
timimizacién que tiene la finalidad de encontrar un punto

2 Aspectos Tedricos del Problema FW (vector) que minimiza la suma de distancias Euclidianas pon-
3 Algoritmos de Solucion del Problema FW 2  deradas a p puntos (vectores) fijos del plano. La formulacién
3.1 Métodode Weiszfeld . . . . . . . oo 3  matemadtica de dicho problema es la siguiente: dado los vec-
3.2 Método de Weiszfeld Modificado . . ............ 4 tores b € R™y las constantes @ > 0, para i = 1,..., p, el
3.3 Método de Newton-Gorner-Kanzow . . . . ... 4 problema FW consiste en encontrar el vector x € R™ tal que
4  Variaciones del Problema FW 5 . . ¥
X=arg mmZa);||x—b,-||2, (1

4.1 ProblemaFWconNormas .. ................ 5 xeR™m &=
4.2 Problema FW con Matricesde Peso . . .. ... .. ... 6 ) .

Simulaci Numéri ; donde | - ||2 es la norma Euclideana. En la Figura 1 se muestra
5 Imulaciones Numericas un ejemplo gréfico para el caso particular de ®; = 1, b; € R2,
6 FW Toolbox 13 paratodo j=1,...,p con p =9. En este ejemplo, se calcula
7 Conclusiones 14 el vector X € R? que minimice la suma de todas las distancias

. ponderadas a los vectores by, ..., bg.
Referencias 14

El problema FW ha sido utilizado en diversas aplicaciones
en la vida real. Por ejemplo, en economia [1] en el problema
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Figura 1. Ejemplo grifico del problema FW en R?, cuando
O =w=..=0=1.

de instalar una nueva fabrica de manera que se minimicen
los costos de transporte de la materia prima hacia la fabrica
y del producto terminado hacia un punto de venta. Otras
aplicaciones son en la soluciéon numérica del problema de
integracién a gran escala con aplicacién en la minimizacién
de la longitud lineal del cable para la colocacién global [2], el
mapeo de superresolucién basado en la correlacion espacial-
espectral para superar la influencia de las condiciones de
imagen lineales y no lineales [3], entre otros.

El fin de este articulo cientifico es realizar un estudio de los
métodos computacionales que dan solucién al problema FW y
sus respectivas variaciones. Nosotros presentamos un resumen
completo de los aspectos computacionales mas relevantes aso-
ciados al problema FW, ademds de presentar un pseudocédigo
de dicha implementacién. Adicionalmente, explicaremos la
convergencia de cada uno de estos métodos. Por otra parte,
en este documento presentaremos otros problemas de opti-
mizacién que se derivan o generalizan el problema FW, con
la finalidad de extender la formulacion presentada en (1).
Adicionalmente, mostraremos un conjunto de simulaciones
numéricos que ejemplifican la eficiencia y aplicabilidad de
los algoritmos implementados. En este documento también se
encuentra disponible una explicacién de cada una de las fun-
ciones implementadas en MATLAB y su respectiva sintaxis.
Las implementaciones en MATLAB de los algoritmos y los
ejemplos numéricos explicados en este documento estdn dispon-
biles para los lectores en GitHub (https://github.com
/jusotoTEC/fermat_weber).

En la literatura consultada, existen otros articulos cientificos
que realizan un compendio sobre la teoria y algoritmos rela-
cionados al problema FW, como por ejemplo las investiga-
ciones realizadas en [4, 5, 6, 7, 8, 9]. Sin embargo, en este
articulo cientifico, nosotros nos enfocamos principalmente
a la implementacién computacional de los algoritmos que
dan solucién al problema FW y a sus respectivas variantes.
Adicionalmente, nosotros facilitamos el c6digo realizado en

MATLAB, ademads de presentar una breve explicacion de
como usar las funciones implementadas. Lo anterior tiene
la finalidad de que otros investigadores puedan utilizar el
c6digo implementado en MATLAB, ademas de modificarlo
para utilizarlo en las aplicaciones que consideren oportunas.

2. Aspectos Teoricos del Problema FW

A través de este articulo, utilizaremos la siguiente notacion:
Denotaremos la funcién f: R” — R™ U {0}, tal que

P
= Z a),»|\x—b,-||2.
i=1

El conjunto de vectores % = {by,...,b, } se conoce como con-
junto de nodos y el conjunto de constantes #" = {@;,..., @, }
se conoce como conjunto de pesos. Diremos que los elemen-
tos de & son colineales si existen dos vectores a,v € R™, con
|lv]l2 =1, y constantes f3; € R tal que b; = v+ a, para todo
i=1,..,p

Basado en las referencias [4, 5, 10], presentamos las
propiedades tedricas mas relevantes de la funcién f:

2

* f esuna funcién continua y convexa.
* f tiene, al menos, un minimo global.

* El gradiente de f es el operador Vf : R” — R tal que

9= Bt ®

para todo x ¢ 2.

* El Hessiano de f es el operador V f : R™ — R™ ™ tal que

)4
Z bl\ (lx = bil3dn — (x— i) (x = b;)T), (4)
i=1 2

donde I, € R™*™ es la matriz identidad..
* Si los elementos de % no son colineales, entonces:

— la funcién f es estrictamente convexa.
— f tiene un Gnico minimizador global.

- Si X es la dnica solucién del problema (1) y X ¢ 4, en-
tonces Vf(x) = 0,,, donde 0,, € R™ es el vector nulo.

3. Algoritmos de Solucion del Problema
FW

En esta seccidn, explicaremos la implementacion computa-
cional de tres de los algoritmos iterativos més populares para
aproximar una solucién del problema FW. Estos algoritmos
son el algoritmo de Weiszfeld [11], el algoritmo de Weiszfeld
modificado [5] y el algoritmo de Newton-Gorner-Kanzow
[10]. Para cada uno de estos algoritmos, utilizaremos el vector
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inicial x(©) presentado en [10]. Este vector inicial se construye
utilizando los siguiente valores:

)4
=ar mm —b;
j=arg min f(b Z||b —bllz i)
. 5)
/- HR Hz Z j sz
#
o HRsz—ﬂ’j
L;

Finalmente, el valor inicial se obtiene a través de la férmula
x(0> ij-i-Odej. (6)

Antes de explicar los métodos iterativos que dan solucién
al problema FW, presentamos el siguiente teorema donde se
explica un caso particular donde alguno de los nodos en Z es
una solucién del problema (5). Este resultado se encuentra en
la Proposicién 2.2 en [10].

Teorema 1. Sea j € {1,2,...,p} tal que
f(bj)= min f(b;)

Entonces, b; es solucion del problema FW si y solo si
IRjl2 < @;.

Este resultado explicado en el Teorema 1 se considerard al
inicio de todos los algoritmos presentados en esta seccion.

3.1 Método de Weiszfeld

El método de Weiszfeld fue desarrollado por Endreu Vaszonyi
Weiszfeld en [11]. Este método genera una sucesion de vec-
tores {x)}*_ de modo que cada nuevo vector x¥) estd ms
préximo a verificar la identidad V f(x) = 0,,. Para esto, se
despeja x de dicha identidad, es decir,

Vf(x 0n & ZHX bH2 x bi>:Om
L 1 =iz b
i1 Te-bils

Basado en el método iterativo del punto fijo, se define

el método iterativo de Weiszfeld de la siguiente manera

x+D) = 7 (x0), para todo k = 1,2, ..., donde T : R” — R™
es la funcién de Weiszfeld definida como

Y b

T() = S b

@;
i=1 |lx=bill>

Del Corolario 5.1 en [5], se obtiene que la sucesién {x¥)}7_
es acotada. El pseudocddigo del método de Weiszfeld se
presenta en el Algoritmo 1.

Por otra parte, note que si x0) e 8, para algun valor de k, en-
tonces el método de Weiszfeld se indefine. Kuhn presenté en
[12] condiciones suficientes para la convergencia del método
de Weiszfeld. Dicho resultado se presenta a continuacion.

Algoritmo 1: Método de Weiszfeld
Entrada : b; ¢ R", @; > 0,parai=1,...,p,
xO eR™ ytol >0
Salida : x® e R™, error >0
1 j=arg min f(b)
P

Z R

3 Si ||R.,||2 < w; entonces
4 x(k+1) = bj

5 error =0

¢ En otro caso

7 error =tol + 1

8 k=0

9 Mientras error > tol

)4 ;
10 o = —_—
©= L0 —n,
)4
W_y__ o
1 = b;
= L b
" ey _ 1w
Kk
13 error = ||xk+1) — x®)||
14 B k=k+1

Teorema 2 (Convergencia del Método de Weiszfeld). Sea
{x(k)},f’:o la sucesion generada por el Algoritmo 1. Si x%) ¢
B, para todo k =0,1,..., entonces la sucesion {x*) Y con-
verge a la solucion del problema (1).

Del teorema anterior se deduce que el método de Weiszfeld
converge solo si x®) ¢ A, para todo k = 0,1,.... Ademds,
como el método de Weiszfeld se deduce a partir del gradiente
de la funcién f, entonces otro criterio de parada que se puede
considerar para este método es a partir de la desigualdad
|V£(x])]|], < tol, donde tol > 0 es la tolerancia.

Otro criterio de parada alternativo para el método de Weiszfeld
fue desarrollado por Love y Yeong en [13], donde se calcula
el vector x¥) que cumple el criterio del error relativo. Para
esto, define el siguiente operador:

D(x®) = (M) + [V (M) x

)+ amlrn

donde

Olppin = r{un [Vf( )]Tb,-.

Dicho resultado se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 3. Searol >0y {x(k>}f:0 la sucesion generada por
el método de Weiszfeld. Si se cumple que

X
LI ) <ol
)
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Algoritmo 2: Método de Weiszfeld Modificado
Entrada : b, ¢ R", @; > 0, parai=1,...,p,
xO e R™ ytol >0
Salida k) e R™, error > 0
1 j=arg r?inpf(b,-)

Z 1z SR

si ||R]||2 < w, entonces
Klk+1) — b;

3

4

5 error =0

6 en otro caso

7 error =tol+1
8

9

k=0
Paraj_l )4
10 —b;
Z o= &)
1 mientras error > tol
12 si x*) ¢ 2 entonces
. a=y
i=1 [ — b2
p
(k) — ; ‘
14 yW o= b
,; ®) — byl
1
(k+1) _ =~ (k)
1 =
5 X pl
16 six¥) =b;y ||R;||2 > »; entonces
17 dj=—R;/|Rjl2
18 a; = ([[R)ll> — ®;)/L;
19 X(k+l) :bj+ajdj
20 error = ||x(k+1) —x(k) II2
21 B k=k+1

entonces x¥) cumple el criterio del error relativo con cota

superior tol, es decir,

<tol,

f6) — f3)
f®)

donde x es la solucion del problema (1).

Observacion 1. Beck y Sabach demostraron en el Corolario
7.1en [5] que si x(¥) = b;+ a;d;, donde a; y d; son definidos
en (5), entonces %) ¢ A, para todo k > 0. Por lo tanto, la
sucesion generada por el método de Weiszfeld converge a la
solucién del problema (1).

3.2 Método de Weiszfeld Modificado
El método de Weiszfeld tiene el problema que si en la k-ésima
interacién se obtiene xX) = b;, para algin i = 1, ..., p, y b no

es solucidn del problema FW, entonces el método se indefine.

Por esta razon se indica en el Teorema 2 que x*) ¢ 2. Para

resolver este problema, Beck y Sabach proponen en [5] una
modificacién del método de Weiszfeld. Especificamente, el
método considera el vector R; definido en (5) y analiza tres
casos:

o Sixk) £ bj, para todo j = 1,...,p, entonces se utiliza la
iteracién de Weiszfeld para calcular x(**1),

» Six®) =b;y|R)|l» < @), paraalgin j=1,..
x D = p; j» ya que por el Teorema 1, se concluye que b;
es una solucién del problema FW. Basado en el Teorema 1
esta condicion se evalua al inicio del algoritmo para obtener
dicha solucién con anterioridad, sin tener que realizar el
proceso iterativo.

., P, entonces

e Sixk) =p
xlk+1)

i ¥ IRjl|2 > wj, para algin j = 1, ..., p, entonces
=b;+a;d;, donde o y d; son definidos en (5).

En la prictica, si todas las iteraciones del método de Weiszfeld
cumplen que x%) # b, entonces el método de Weiszfeld mod-
ificado es simplemente el método de Weiszfeld explicado en
la seccién anterior. El pseudocédigo del método de Weiszfeld
modificado se presenta en el Algoritmo 2.

El siguiente teorema, desarrollado por Beck y Sabach en [5],
presentan la convergencia del método de Weiszfeld modifi-
cado.

Teorema 4. Sea {x(k)}zc':o la sucesion generada por el Algo-
ritmo 2. Si se cumple que

fbj+a;d;) < f(b)),

cuando x%) = b;j y |Rjll2 > wj, para todo j=1,...,p, en-
tonces la sucesion {x(k)};’zo converge a una solucion optima
del problema (1).

3.3 Método de Newton-Gérner-Kanzow

En el 2016, los investigadores Simone Gorner y Christian Kan-
zow proponen en [10] un nuevo método para poder estimar la
solucién del problema FW. Este método se basa en el clasico
método de Newton para resolver problemas de optimizacidn.
Ademas, el método propuesto por Gorner y Kanzow consid-
era como valor inicial x(0) = =bj+ od;, donde o y d; son
definidos en (5). Este método converge cuadraticamente. En
este documento, llamaremos a este nuevo método como el
método de Newton-Gorner-Kanzow. El pseudocédigo del
método de Newton-Gorner-Kanzow se presenta en el Algo-
ritmo 3.

Observacion 2. En principio, el tiempo de ejecucién del
método de Newton-Gorner-Kanzow es mayor que el de los
métodos de Weiszfeld y Weiszfeld modificado, ya que los
métodos del tipo Newton resuelven un sistema de ecuaciones
lineal en cada iteracion. Sin embargo, las aplicaciones tipicas
del problema FW son en R? y R3. Por lo tanto, como se
muestra en [10], las soluciones de dichos sistemas de ecua-
ciones no son muy costosas computacionalmente, y ademads,
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Algoritmo 3: Método de Newton-Gorner-Kanzow
Entrada :b; € R", @; > 0, parai=1,...,p,
xO e R ytol >0

Salida :x®) € R™, error >0
1 error =tol+1
2 k=0
s j=arg min f(b)
Z Ty =T
si ||R/||2 < w, entonces
6 x(k+l) = bj
7 error =0
8 en otro caso
9 | Escogerp €]0,1]

10 Escoger ¢ €]0,0.5]

1 mientras error > tol
12 Calcular 4 tal que
V2 ®)dY =~V ()
13 bool = verdadero
14 s=0
15 mientras bool
16 oy =p°
17 = f(x® 4+ oga®))
18 = f(xP) + ooy (Vf(x0))Ta®)
19 si y; < U, entonces
20 | bool = falso
21 s=s+1
2 xkHD) = x(0) 1 g g ®)
23 error = ||x%+D) — x(®)||,
24 k=k+1

los resultados numéricos obtenidos en [10] muestran que el
método Newton-Gorner-Kanzow es significativamente mas
rdpido en términos de tiempos de ejecucion que los métodos
de Weiszfeld y Weiszfeld modificado. En la Seccién (5) re-
alizaremos la prueba computacional de esta afirmacion.

El siguiente teorema, desarrollado por Gorner y Kanzow en
el Teorema 3.1 en [10], presenta la convergencia del método
de Newton-Gorner-Kanzow.

Teorema 5. Sea {x(k)}fzo la sucesion generada por el Al-
goritmo 3, donde la condicién del Paso 5 nunca se cumple.
Entonces {x*) Yoo converge a la tinica solucion dptima del
problema (1).

4. Variaciones del Problema FW

En esta seccidn presentaremos diversas variaciones del prob-
lema FW original que han sido desarrollados en la literatura

consultada. Ademads, explicaremos un método de solucién
para resolver estos problemas de optimizacion.

4.1 Problema FW con Norma s

El problema FW clasico utiliza la norma 2 de vectores como
funcién de medida. Brimberg y Love propusieron en [14]
una extension del problema FW utilizando la norma s. Este
problema, llamado el problema FW con norma s, se expresa de
la siguiente manera: dado los vectores b; € R™ y las constantes
@; > 0,parai=1,..., p, el problema FW con norma s consiste
en encontrar el vector X € R™ tal que

p
v=arg min Y’ o b a)

m /s
l2lls = <Zi |Z(i)|s> ,

para s >0y z € R". Sea x € R" y considere el operador
T; : R" — R definido por

donde

,IU,-_,-(x)b,-(j) . . N .
T(x) = S AR six(j) #bi(j), Vie {1,....,p}
bi(j), sidie€ {1,....p}:x(j) = bi(j)
parak =0,1,2,...., donde
oilx(j) = bi(j)[
Ui‘(x) = — .
! e —bils™!

Brimberg y Love propusieron en [14] el siguiente método
iterativo aproximar la solucién del problema (7):

A0 () = 1)

paratodo j = 1,2,...,m, es decir,
Ty (x®)
(k)
(k+1) B
T (x®))

Este método iterativo solo se define para s € [1,2]. El pseu-
docédigo del método de este método itertaivo se presenta en
el Algoritmo 4.

El siguiente teorema, desarrollado por Brimberg y Love en el
Lemma 1 y Teorema 1 en [14], presenta la convergencia del
Algoritmo 4.

Teorema 6. Sea {x(k)},‘f’zo una sucesion generada por el Al-
goritmo 4 y sea s € [1,2). Entonces, {x¥}7_, converge a
una solucion optima del problema (7), para cualquier valor
inicial x©) € R™.
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Algoritmo 4: Método de Solucién del Problem FW
con Norma s
Entrada : b, ¢ R", @; > 0, parai=1,...,p,
X0 eR™ s € 1,2] ytol >0

Salida :x® ¢ R™, error > 0

1 error =tol +1

2 k=0

3 mientras error > tol

4 Para j=1:m

5 si xX () # bi(j), Vie {1,...,p} entonces
6 num =0

7 den=0

8 Parai=1:p

9 Uij=i|x®) (j)bi ()2 / =i [;~
10 num = num ~+ U;b;(j)

11 den = den+Ujj

12 %D () = num/dem
13 en otro caso

14 | DG =0i())
15 error = ||x&+1) — 0| ¢
16 k=k+1

4.2 Problema FW con Matrices de Peso
El problema (1) puede re-escribirse de otra forma si consider-
amos la siguiente igualdad:

il|x = bil|> = || @ Lux — 0?b; |2 = [|Aix — by 2,

donde A; = @21, y b; = 0?b;, para todo i = 1,..., p. Por lo
tanto, el problema FW puede representarse como

14 " ~
X= arg;gi{ln 21 |Aix — bj||2,
=

Basado en lo anterior, Overton [15] considera una general-
izacion del problema (1) llamado el problema FW con matri-
ces de peso. Este problema considera lo siguiente: dado las
matrices A; € R™ " y los vectores b; € R™, parai=1,...,p,
el problema FW con matrices de peso calcula el vector x € R”
tal que

)4
X= arg){gkf;i:ZIHAix—th- ®)

Varios métodos se han desarrollado para aproximar la solucién
del problema (8). Por ejemplo, un algoritmo predictor-
corrector desarrollado por Andersen et al. en [16] se deriva
de un algoritmo de punto interior primal-dual aplicando el
método de Newton directamente a un sistema de ecuaciones
no lineales que representan la viabilidad primaria-dual y una
condicién complementaria perturbada. Por otro lado, el al-
goritmo primal-dual desarrollado por Qi et al. en [17] pre-
senta un método de suavizado aumentado para resolver una

ecuacion no diferenciable. Al transformar el problema (8)
en un problema clésico de programacion convexa en forma
cOnica, Xue y Ye muestran en [18] que una solucién 6ptima
del problema (8) se puede estimar de manera eficiente uti-
lizando algoritmos de punto interior. Otros métodos adi-
cionales fueron desarrollados en [15, 19, 20, 21, 22]

Por su facil implementacién y eficiencia computacional, en
este documento consideramos el método desarrollado por An-
dersen et al. en [16] para aproximar la solucién del problema
(8). El método propuesto en [16] se conoce como método
predictor-corrector. Para explicar los pasos del método
predictor-corrector, consideraremos la siguiente notacién: De-
finamos A = [AT AT ... AT] e R™P" y b= [b{ b] ... b]]" €
R™. Seay= [yl y] ... yg]T € R™P un vector generado aleato-
riamente tal que y; € R™, para todo j = 1,...,p. Los pasos
del método predictor-corrector son los siguientes:

* Paso 1: Escoger aleatorimante un nimero positivo L cer-
cano a cero y una tolerancia de parada tol > 0.

\/lIz5ll3 + u2, para
j=1,..., p. Ademads, definir la matriz diagonal por bloques
Ey ,F, € R"P>7P tal que

* Paso 2: Definir z; =Ajx—b; y o} =

E, = blkdiag(o}' Iy, ..., ©}'1,) 9)

. 1 1
Fy, = I, — blkdiag (wuylle ,wﬂyng> . (10)
1 14

* Paso 3: Definir Hy = 3E,'(Fy + F]) € R">". Si

AH”AT e€s una matriz singular, entonces redefinir Hy, por
una matriz cerca positiva definida, es decir,

1
Hu:E(B+R)+£Im,,, an
donde € es una constante positiva cercana a ceroy B =UR
es la descomposicion polar de B = J(Hy, —|—Hg) (ver [23]
para mas detalles de la descomposicion polar d euna matriz).

* Paso 4: Determinar los pasos predictores Ax, Az y Ay tal
que

AH AT Ax=AE, 'z, (12)
Az=—ATAx (13)

Ay =E; ' (FuAz+re) (14)

donde r. = z— Eyy.
* Paso 5: Definir los vectores X, y, 7 tal que

¥=x+4pAx (15)
y=7v(y+Ay) (16)
7=z+PAz (17
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donde
p =
B—arg min ¥ \/Is;+BAz 32 (18)
Bel0,1] j=1
y=max{y: |y +Aylo < LVj=1,..,p}. (19)
¢ Paso 6: Definir f y a)jﬁ tal que
~ ap(y+ Ay, z+Az)]?
= leapy+ Ay : i (20)
plgap(y,2)]
of = 1/llzl>+ 12,
donde
C T
gap(y2) = Y (llzjll2 =¥} z))- 1)
j=1

* Paso 7: Determinar los pasos correctores Ax, Az 'y Ay tal
que

AHL AT Ax = A(E,'ro +y) (22)
Az = —ATAx (23)
Ay =E, ' (FyAz+15) (24)
donde
re =101 (2 - (r),)" (25)
tal que (r0); = pj+q;+1),
TA. . 2 TA.\2
~ 7 Az | Az;]| (2% Azj)
pj=zj—0fyj— L="Ay; - 2y + el
j f (@5)°
H I 1 1 T
qj = (w, —w; JAVj + | — — i (zjAzj)y;
(Dj "
1 T T
tj= 207 ((AZ;yj)zj — (Azjzj)y))-

Paso 8: Si (Eﬁlz)TAz <0, entonces i = [ y recalcular X,
y'y z utilizando ecuaciones (15) — (17), respectivamente.

» Paso 9: Remplazar x, y, z y L por X, y, 7y U, respectiva-
mente.

Paso 10: Si ||x**1) —x(®)|| < rol entonces salir. En caso
contrario, ir a Paso 2.

El pseudocédigo del método de predictor-corrector se presenta
en el Algoritmo 5.

El Algoritmo 5 tiene propiedades notables, como se indica
en [16]. Por ejemplo, este método presenta una convergencia

Algoritmo 5: Método Predictor-Corrector

Entrada : x©) ¢ R, y(© = [0 0] ¢ pmcp,
B=1[by..by) e R™P, A=[A]T AT ... AT] e Rm¥P™,
p© >0, rol >0

Salida : x® e R", error >0

1 k=0

2 error =tol+1

3 mientras error > tol

4 Paraj=1:p

(k)
5 Z./- = h_]' 7ij(k)
(k) k
o = /I B+ ()2
7 Calcular E#(k) y Fu(” usando (9) and (10)
11
8 Hyw = 3E ) (Fuw +F)
9 A=[AT AT ... AT

6

10 siAH, yAT es singular entonces
1 L Actualizar H, () usando (11)
k k
i a g
12 o = : ;2R = : o bR = :
k k k
A i 0

13 Calcular Ax®) |, A7) y Ay(k) usando (12), (13) y (14)
14 Calcular }“‘), i(k) y 7% usando (15), (16) y (17)

15 Calcular fi® usando (20)

16 Paraj=1:p

71 (k) k —
oo | e = 1P vy
18 Calcular Ax®), Az®) y Ay®) usando (22), (23) y (24)
19 Calcular Eﬁ(k) usando (9)
20 si (Ei(i)z(k))TAz(k) < 0 entonces

2 u® = i
2 Calcular %, 5 y 2% usando (15), (16) y (17)

n | xR ZE0 ) 50 ) 50, 40 Z 50
24 error = ||x*tD —x®) |,
25 k=k+1

robusta a la solucion éptima del problema (8) y una convergen-
cia local rapida, basado en los experimentos numéricos pre-
sentados en [16], por lo que se requiere una cantidad pequefia
de iteraciones a pesar de la demanda de alta precisién. Sin
embargo, no existe un resultado matemdtico que demuestre la
convergencia tedrica del Algoritmo 5.

Observacion 3. En [16], los autores definen otro criterio de
parada que involucra la funcion gap(y,z) presentada en (21).
En este articulo, consideramos la formula de error absoluto
que se encuentra en el Paso 24 del Algoritmo 5, con el fin de
utilizar el mismo criterio de parada en todos los algoritmos
presentados en este documento.

5. Simulaciones Numéricas

En esta seccién presentaremos algunas simulaciones
numéricas que mostraran la eficiencia y precision de los algo-
ritmos explicados en las secciones anteriores. Estas simula-
ciones se implementaron en MATLAB R2019a utilizando una
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Error Absoluto  Error Gradiente

Método Tamaiio (p) Tiempo (seg.) Iteraciones (k) Hx(k ) _ 4 ®) I HVf(x( . H))Hz
10 4.401 x 1073 61 1.928 x 10716 3.388 x 10716

100 1.964 x 1073 35 1.602 x 10716 6.466 x 10713

500 2.493 x 1072 36 1.640 x 10716 1.869 x 10714

750 4.864 x 1072 34 1.258 x 10716 8.372x 10714

1000 8.291 x 1072 33 9.087 x 10717 24101074

Weiszfeld 2000 3.175 % 107! 32 8.452x 10717 4.957 x 10714
5000 1.941 x 10° 31 1.798 x 10716 1.531 x 10713

10000 8.079 x 10° 31 1.671 x 10716 2.768 x 1013

15000 1.745 x 10! 31 7.125 % 10717 4.839x 10713

20000 3.210 x 10! 30 1.654 x 10716 1.161 x 10712

30000 7.073 x 10! 30 1.804 x 10716 4.786 x 10713

10 4.481 x 1073 61 1.928 x 10716 3.388 x 10716

100 2.213%x1073 35 1.602 x 10716 6.466 x 10713

500 2.641 %1072 36 1.640 x 10716 1.869 x 10714

750 5.033 x 102 34 1.258 x 10716 8.372x 1071

1000 8.383 x 1072 33 9.087 x 10717 2.410x 10714

Weiszfeld Modificado 2000 3.268 x 107! 32 8.452x 10717 4.957 x 10714
5000 1.988 x 10° 31 1.798 x 10716 1.531 x 10713

10000 8.216 x 10° 31 1.671 x 10716 2.768 x 10713

15000 1.752 x 10! 31 7.125x 1077 4.839 % 10713

20000 3.162 x 10! 30 1.654 x 10716 1.161 x 10712

30000 7.021 x 10! 30 1.804 x 10716 4.786 x 10713

10 6.475x 1073 1.387 x 10717 6.620 x 10717

100 3.516x 1073 9 2.861 x 10717 3.797 x 10713

500 3.485x 1072 10 3.198 x 10717 4.505 x 1076

750 4.763 x 1072 4 7.244 x 10717 3.650 x 10713

1000 8.088 x 1072 4 6.206 x 10717 1.482 % 10714
Newton-Gorner-Kanzow 2000 3.153 x 107! 4 5.123x 1077 6.983 x 10715
5000 2.101 x 10° 11 1.817 x 10716 3.514x 108

10000 8.068 x 100 4 7.949 x 10718 2,679 x 10714

15000 1.759 x 10! 4 4.726 x 10717 6.819x 10714

20000 3.121 x 10! 5 3.839 x 10717 8.686 x 107

30000 7.209 x 10! 6 9.455 % 10717 8.955x 10710

Tabla 1. Resultados de la Simulacién Numérica 1 asociados al tiempo computacional, iteraciones, error absoluto y error del
gradiente de los métodos de Weiszfeld, Weiszfeld Modificado y Newton-Gorner-Kanzow para aproximar la solucién del

problema FW cuando m = 2.

computadora de escritorio con un procesador de 2.80 GHz (In-
tel Core 19-10900F) y 32.00 GB de RAM. El cédigo de MAT-
LAB de todos los experimentos numéricos estan disponible
en GitHub (https://github.com/jusotoTEC/fer
mat_weber)

e Simulacion Numérica 1: Algoritmos de Weiszfeld,
Weiszfeld Modificado y Newton-Gorner-Kanzow

En este ejemplo compararemos los métodos de Weiszfeld,
Weiszfeld Modificado y Newton-Gorner-Kanzow que se en-
cuentran en los Algoritmos 1, 2 y 3, respectivamente. Estos
métodos aproximan la solucién al problema FW en (5).

En este caso, consideraremos vectores b; € R y pesos @; > 0,
parai=1,...,p, donde cada b; y @; son generados de man-
era aleatoria utilizando una distribucién uniforme en [0, 1].
Ademds, se utiliz6 una tolerancia tol = 272,

Las Tablas 1 y 2 presentan el tiempo de ejecucion, itera-
ciones y errores asociados con los Algoritmos 1, 2 y 3, donde
p =10,100,500,750,1000,2000, 5000, 10000, 15000, 20000
y 30000. La Tabla 1 considera el caso m = 2 y la Tabla 2
considera el caso m = 20.

Los resultados obtenidos en las Tablas 1 y 2 muestran que
el Algoritmo de Newton-Gorner-Kanzow necesita menos it-
eraciones para aproximar la solucién del problema FW. Sin
embargo, el tiempo de ejecucién de los tres métodos es simi-
lar.

Por otra parte, los resultados obtenidos en el célculo de los er-
rores absolutos y de gradiente de los tres algoritmos permiten
demostrar numéricamente la precision de dicho algoritmos.


https://github.com/jusotoTEC/fermat_weber
https://github.com/jusotoTEC/fermat_weber
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Error Absoluto  Error Gradiente

Método Tamaiio (p) Tiempo (seg.) Iteraciones (k) Hx(k ) _ 4 ®) I HVf(x( . H))Hz
10 4.081 x 1073 28 2.775 x 1077 4.658 x 10710

100 1.385 x 1073 16 1.279 x 10716 3.282x 10713

500 2,516 x 1072 14 8.577 x 10717 8.769 x 10°1°

750 5.450 x 1072 14 4.997 x 10717 2.947 x 10714

1000 9.618 x 1072 13 1.809 x 10716 3.715x 10714

Weiszfeld 2000 3.662 % 107! 13 2.101 x 10716 3.174 x 10714
5000 2.297 x 100 13 7.204 x 10717 1.082 x 10713

10000 9.308 x 10° 13 4.376 x 1077 2.349 x 10713

15000 2.098 x 10! 13 3.821 x 10717 3.428 x 10713

20000 3.730 x 10! 13 3.451 % 10717 3.733 x 10713

30000 8.444 x 10! 13 4.045 x 10717 9.338 x 10713

10 3.714x 1073 28 2.775 % 10717 4.658 x 10710

100 1.657 x 1073 16 1.279 x 10716 3.282x 1071

500 2.596 x 1072 14 8.577 x 10717 8.769 x 10715

750 5.628 x 102 14 4.997 x 10717 2.947 x 10714

1000 9.931 x 1072 13 1.809 x 10716 3.715x 10714

Weiszfeld Modificado 2000 3.745 % 107! 13 2.101 x 10716 3.174 x 10714
5000 2.349 x 10° 13 7.204 x 10717 1.082 x 10713

10000 9.254 x 109 13 4.376 x 1077 2.349 x 10713

15000 2.105 x 10! 13 3.821x 1077 3.428 x 10713

20000 3.745 x 10! 13 3.451x 10717 3.733 x 10713

30000 8.506 x 10! 13 4.045 x 10717 9.338 x 1013

10 4.482 x 1073 4 1.272 x 10716 1.207 x 10715

100 1.867 x 1073 4 2.047 x 10710 1.726 x 10715

500 2.745 % 1072 4 1.386 x 10716 4.285 % 1071

750 5.742x 1072 4 3.794 x 10717 1.088 x 10714

1000 9.890 x 1072 4 2.105x 10716 1.314 x 107
Newton-Gorner-Kanzow 2000 7.723 x 107! 9 1.966 x 10717 2.006 x 10710
5000 2.370 x 10° 4 1.509 x 10716 3.355x 10714

10000 9.519 x 10° 7 1.725 x 10716 3.068 x 10710

15000 2.103 x 10! 4 1.816 x 10716 1.513x 10713

20000 3.818 x 10! 4 1.275 x 10716 1.583 x 10713

30000 8.399 x 10! 5 6.580 x 1017 7.394 x 10711

Tabla 2. Resultados de la Simulacién Numérica 1 asociados al tiempo computacional, iteraciones, error absoluto y error del
gradiente de los métodos de Weiszfeld, Weiszfeld Modificado y Newton-Gorner-Kanzow para aproximar la solucién del

problema FW cuando m = 20.

o Simulaciéon Numérica 2: Algoritmo de Solucion del Prob-
lema FW con Norma s

En este experimento analizaremos la ejecucion y eficiencia
del Algoritmo 4 para aproximar la solucién del problema FW
con norma s, donde s € [1,2].

En este caso, consideraremos vectores b; € R y pesos @; > 0,
parai=1,...,p, donde cada b; y @; son generados de man-
era aleatoria utilizando una distribucién uniformeen [0, 1].
Ademds, se utilizé una tolerancia rol = 272, La Figura 2
presenta el error, tiempo de ejecucion e iteraciones asociadas
con el Algoritmo 4, donde p = 10,50, 100,200,400, 600, 800
y1000ys=1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9y 2.

La Figura 2(a) muestra que el Algoritmo 4 aproxima con una
buena precisién la solucién del problema FW con norma s
para diferentes valores de s. Por otra parte, podemos observar

en la Figura 2(b) que la cantidad de iteraciones necesarias para
aproximar la solucién del problema (7) aumenta mientras el
valor de s, asociado con la norma, aumenta también. Por
consiguiente, y como se muestra en la Figura 2(c), el tiempo
de ejecucién disminuye mientras el valor de s disminuye
también.

e Simulacion Numérica 3: Algoritmo Predictor-Corrector

En esta simulacion, replicaremos el ejemplo numérico prop-
uesto por Overton en [15] para resolver el problema (8) uti-
lizando el Algoritmo 5.

En este ejemplo consideramos A; € R?*? y b; € R?, para
j=1,2,3, tal que by = (—1,0)7, by = (0,0)7, b3 = (1,0)7,
Ay =A3=15L y A, =0l,donde ¢ > 0. La solucién exacta
de este problema es x* = (0,1)7.
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Figura 2. Grificas de los resultados de la Simulacién Numérica 2 asociados al error absoluto, iteraciones y tiempo
computacional del Algoritmo 4 para aproximar la solucién del problema FW con norma s.

En el Algoritmo 5, utilizaremos una tolerancia tol = 1012

y 6 = 2. Ademés, los vectores x0) ¢ R2 y yi.o) € R?, para

Jj=1,2,3, son vectores cuyas entradas son todas iguales a 1.
Utilizando los datos indicados anteriormente, el Algoritmo 5
genera una aproximacion de

xK) = (—2.648849 x 10'2,9.999999 x 1017,
con k =29, y un error absoluto de
[x29) — x28)||, = 3.358254 x 1071°.
Finalmente, note que
[l — x|, = 5.941740 x 10712,

lo cual indica que el Algoritmo 5 realiza una buena estimacion
de la solucién del problema (8).

e Simulacion Numérica 4: Problema FW Aplicado al
Calculo de una Imagen Representativa de una Base de
Datos

A continuacién, presentaremos una aplicacion del problema
FW aplicado a la obtencién de una imagen representativa de
un grupo de imdgenes que tienen una caracteristica en comtn.
En este caso, nosotros consideraremos una base de datos de
rostros frontales a escala de grises. En esta simulacién, uti-
lizaremos la base de datos de rostros FEI [24], la cual contiene
400 imagenes de rostros de tamafo 300 x 250 que estdn espa-
cialmente normalizadas y cuyas variaciones son minimizadas
debido al protocolo de adquisicidn utilizado, segtn se indica
en [24]. En nuestro primer ejemplo, obtendremos la imagen
representativa de 12 imdgenes de dicha base de datos. Estas
12 imédgenes de rostros frontales se presentan en la Figura 3.
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Figura 3. Muestra de 12 imdgenes de la base de datos de rostros FEI en [24].

Figura 4. Imagen promedio de las imagenes en 2.

20

N
o

Distancia (Il1; — Iprll4+)
>

Sean B, = {I,h,...,I12} el conjunto de los 12 rostros que 0
se muestran en la Figura 3, donde /; € R300%250 ' para todo
j=1,2,...,12. Los pasos para poder encontrar un rostro
representativo de las imdgenes presentadas en la Figura 3, (a)
utilizando el problema FW, se explican a continuacién:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Numero de Imagen (j)

* Paso 1: Calcular la imagen promedio del conjunto 4. Esta
imagen se calcula con la siguiente férmula:

| L2
=15 le I;.
La imagen promedio I, se presenta en la Figura 4.
* Paso 2: Calcular las distancias que hay entre cada una de las

imdgenes en #; y la imagen promedio /.. Las distancias
se almacenaran en un vector d € R12, donde

d(j) = 1 = Lprll rs

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Numero de Peso (j)

paratodo j=1,2,...,12y || - || s+ es la norma de Frobenius.
Un gréfico de barras de las distancias se encuentra en la (b)

Figura 5(a). Figura 5. Grifico de barras de: (a) distancias entre las
imdgenes /; y la imagen promedio I, (b) pesos asignados a

* Paso 3: Construir los vectores (nodos) by, ...,b12 ylos pesos .4 vector b;

oy, ..., W2 para utilizar el problema FW:
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() (b)

Figura 6. (a) Imagen representativa del conjunto de imédgenes
A, basado en el problema FW. (b) Imagen obtenida de (a) al
aplicar inteligencia artificial generativa.

— Los nodos se construyen realizando una vectorizacién
de cada unas de las imagenes en %, es decir, transfor-
mando cada imagen en un vector columna apilando ver-
ticalmente cadal una de sggocolumnas. Consideremos la
imagen /; = [Ij( [ Ij( )], donde Ij(.l) es la i—ésima

columna de [, para todo j = 1,2,...,12, entonces

()

f

bj=vec(l;) = : € R7°000,

(250)

I
donde vec(-) es el operador de vectorizacion.

— Los pesos se construyen a partir de las distancias calcu-
ladas en el Paso 2, normalizando dichas distancias con
valores en el intervalo [0, 1]. Para esto, utilizaremos el
siguiente criterio: entre mds cerca estd una imagen /; del
promedio I, entonces el peso se va acercando a 1; en
caso contrario, entre mas lejos esté una imagen /; del
promedio /,,, entonces el peso se va acercando a 0. El
célculo de estos pesos permite darle mds importancia a
las imagenes que estdn mds cerca de la imagen promedio
I,r. En este ejemplo, el valor mdximo del vector d se le
asigna el peso 0.1. Basado en la explicacién anterior, los
pesos se calculan con la siguiente férmula:

w=1- 0.9@,
dmax
donde d;q = max{d(1),d(2),...,d(12)}. Un grafico de
barras de las distancias se encuentra en la Figura 5(b).

 Paso 4: Utilizando los nodos y pesos obtenidos en el Paso
3, aplicamos el método de Weiszfeld, presentado en el Al-
goritmo 1, para encontrar la imagen representativa /., de
la base de datos de rostros ;. La imagen I, obtenida del
Algoritmo 1 se presenta en la Figura 6(a).

Observacion 4. La imagen representativa presentada en la
Figura 6(a) es el rostro que mejor representa a la base de

b3

01000

by

b

Figura 7. Representacion grafica del problema FW y su
solucidn aplicado en el calculo de un rostro representativo de
un conjunto de imdgenes de caras frontales.

datos de rostros en %, basado en el problema FW que utiliza
los pesos y nodos explicados en el Paso 3. Un diagrama
ilustrativo de la distribucion de los rostros en #; y la imagen
representativa I, se muestra en la Figura 7.

Observacion 5. Se puede mejorar la calidad del rostro en la
Figura 6(a) si utilizamos tecnologia de inteligencia artificial
generativa para reparar imagenes borrosas y de baja resolucion.
Por ejemplo, las aplicaciones Remini [25] y Pixelup [26] son
aplicaciones basadas en inteligencia artificial que aumentan
la resolucién de imagen sin perder calidad. Adicionalmente,
se puede aumentar la resolucién de la imagen utilizando deep
learning en MATLAB [27] y Python [28]. En la Figura 6(b)
se presenta la imagen obtenida usando el Algoritmo 1 después
de aplicar inteligencia artificial generativa con la aplicacién
Remini.

Adicionalmente, presentamos un segundo ejemplo mas com-
pleto donde repetimos la simulacién explicada en los Paso
1 — 4 pero a todas las 400 imagenes de rostros de la base de
datos de rostros FEL Sea %, = {I,,,...,ls00} el conjunto
de imagenes de la base de datos de rostros FEI. Repitiendo
los Pasos 1 — 4 explicados anteriormente, obtenemos la im-
agen representativa del conjunto %,, basado en el problema
FW. Esta imagen representativa se muestra en la Figura 8(a).
Por otra parte, y siguiendo la misma idea del primer ejemplo,
la Figura 8(b) presenta la imagen de la Figura 8(a) después
de aplicar inteligencia artificial generativa, utilizando la apli-
cacién Remini.
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Método Algoritmo Nombre de la Funcién y Sintaxis
Weiszfeld Algoritmo 1 [x,error,k]=metodo_weiszfeld(B,w,x0,tol)
Weiszfeld Modificado Algoritmo 2 [x,error,k]=metodo_weiszfeld.mod (B, w,x0,tol)

Newton-Gorner-Kanzow  Algoritmo 3

Problema FW con norma s  Algoritmo 4

Predictor-Corrector Algoritmo 5

[x,error, k]=metodo_nkg(B,w,x0,tol)
[x,error,k]=metodo_norma.s (B, w, x0,s,tol)

[x,error,k]=metodo_predictor_corrector (A,B,x0,y,tol)

Tabla 3. Funciones en MATLAB de todos los algoritmos implementados en este documento.

(a) (b)

Figura 8. (a) Imagen representativa del conjunto de imagenes
9B,, basado en el problema FW. (b) Imagen obtenida de (a) al
aplicar inteligencia artificial generativa.

6. FW Toolbox

Las simulaciones niméricas presentadas en la Seccién 5
fueron realizadas en MATLAB. Para cada uno de los algo-
ritmos presentados en este documento, se realizé la imple-
mentacién computacional como una funcién. En esta seccién
explicaremos la sintaxis de cada una de las funciones imple-
mentadas en MATLAB, relacionadas al problema FW. Este
conjunto de funciones, llamado FW Toolbox, proporciona
todos los algoritmos necesarios para aproximar la solucién
del problema FW y sus respectivas variaciones, basado en el
trabajo tedrico desarrollado en este documento.

En la Tabla 3 se presenta el nombre de la funcién y sintédxis en
MATLAB de cada uno de los métodos y algoritmos estudiados
en este documento. A continuacidn, se explicara el significado
de cada uno de los pardmetros de estas funciones.

* Parametros de entrada:
— B=[bj ... bp] es una matriz de tamafio m X p que contiene

los nodos.

— w = [wy ... w,] es un vector de tamafio p que contiene los
pesos.

— x0 es el vector inicial de tamafio m. Nota: En la funcién
metodo_predictor_corrector, x0 es un vector
de tamafio n.

— tol es la tolerancia.

- s es el nimero en el intervalo [1,2] de la norma a utilizar
en la funcién met odo_norma_s.

- A =[A; ... A)] es una matriz de tamafio m X np.
Este parametro solo se utiliza en la funcion
metodo_predictor_corrector.

-y = [y ... yp] es una matriz de tamano m X p.
Este pardmetro solo se utiliza en la funcién
metodo_predictor_corrector.

¢ Parametros de salida:

— xk es un vector de tamafio m que es la aproximacién
de la solucién del problema asociado al método. En la
funcién metodo_predictor_corrector, x0 es un
vector de tamafio n.

— error es el error asociado a cada algoritmo. En este
caso, el error se mide con el valor |[x*+1) — x(®)||,.

— k es el nimero de iteraciones realizadas por cada algo-
ritmo.

Adicionalmente, se implementaron otras funciones auxiliares
para cada uno de estos métodos:

e funcion_objetivo: dado un vector x, esta funcién cal-
cula la imagen de la funcién f(x), usando la férmula pre-
sentada en (2).

grad: dado un vector x, esta funcién calcula el gradiente
V£ (x), usando la férmula presentada en (3).

hessiano: dado un vector x, esta funcidn calcula el hes-
siano V2 f(x), usando la férmula presentada en (4).

paso: calcula el valor og 6ptimo del Algoritmo 3 (ver
Pasos 14 —21).

R_j: Calcula el vector R}, usando la férmula presentada en

(5).

L_j: Calcula la constante L;, usando la férmula presentada
en (5).

i1sInB: Determina si un vector x es una columna o no de
una matriz B.

e valor_inicial: Calcula el vector inicial, usando la
férmula presentada en (6).

actualizar: Calcula el valor x(**! ), usando los Pasos 5
— 14 del Algoritmo 4.
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* entradas_iguales: Dado un vector x y una matriz B,
determina si existe algun i y j, tal que x(j) = b;(j), donde
b; es la i-é€sima columna de B.

array2block: Convierte un arreglo de dimension
m X n X p en una matriz de tamafo mp X n, concatenando
las matrices verticalmente.

* block2array: Convierte una matriz de tamafio mp X n
en un arreglo de dimension m X n X p.

* near_spd: Redefine la matriz Hy, usando la férmula pre-
sentada en (11).

* beta: Imagen de la funcién objetivo presentada en (18).

* gamma_max: Calcula el valor de A, usando la férmula
presentada en (19).

¢ gap: Calcule el valor de la formula presentada en (21).
* vect_rcc: Calcula el vector r{ que se presenta en el (25).

Todas las funciones explicadas en esta seccion se encuentran
disponibles en la carpeta FW Toolbox del repositorio de
GitHub https://github.com/jusotoTEC/ferma
t_weber.

7. Conclusiones

En este documento hemos representa un resumen relacionado
a los aspectos computacionales del problema de Fermat-
Weber (FW). En este documento se presentaron los algoritmos
relacionados al problema FW, ademas de su anélisis de conver-
gencia, basado en el estudio teérico elaborado en la literatura
consultada. Adicionalmente, se presentaron 2 variaciones del
Problema FW, que son el problema FW con norma s, donde
utilizan la norma s € [1,2] en lugar de la norma 2, y el prob-
lema FW con matrices de pesos. Al final, se realizaron un
conjunto de simulaciones numéricas para conocer la eficiecia
y precision de estos métodos. Por ultimo, se elaboré un ejem-
plo de procesamiento de imagenes para determinar el rostro
representativo de un conjunto de imagenes de caras frontales.
Adicionalmente, se utilizé una aplicacién basada en inteligen-
cia artificial generativa para obtener una imagen de mejor
calidad del rostro representativo de una base de imagenes.
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