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ABSTRACT 

In this article, a general algebraic identity for the sum of the proper divisors of 

every integer greater than one is proposed. Using this identity and some auxiliary 

results, it has been proved that all perfect numbers have the form described by the 

Euclid-Euler Theorem. 

Keywords: perfect numbers, sigma function, Euclid-Euler Theorem, proper divisors, 

algebraic identity 

 

RESUMEN 

En este artículo se propone una identidad algebraica general para la suma de los 

divisores propios de todo número natural mayor que uno. Utilizando esta identidad y 

algunos resultados auxiliares, se demuestra que todos los números perfectos son de la 

forma que describe el Teorema de Euclides-Euler. 

Palabras clave: números perfectos, función sigma, Teorema Euclides-Euler, divisores 

propios, identidad algebraica 
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1. INTRODUCCIÓN 

Los números perfectos son aquellos números enteros positivos que son iguales que 

la suma de todos sus divisores propios.  Ya en la antigüedad, Euclides descubrió los 

cuatro primeros números perfectos, todos ellos pares, y propuso una fórmula general 

para encontrarlos. Así, Euclides propuso que un número par es perfecto si es de la forma 

2p-1(2p - 1), donde 2p – 1 es un número primo. Siglos más tarde, Euler demostró que, si 

un número par es perfecto, entonces tiene la forma descrita por Euclides. Este resultado 

se conoce como el Teorema de Euclides-Euler [1]. Para demostrar este resultado, Euler 

utilizó la función sigma (σ), la cual es la suma de todos los divisores positivos de un 

número entero positivo. Euler utilizó las propiedades de esta función para demostrar el 

teorema que lleva su nombre, y le sirvió también para describir qué forma tendría un 

número perfecto impar, en el caso de que existiera. Esa forma es N = p4k+1M2; con p = 

4n+1 un número primo y M2 un cuadrado perfecto [2]. Y es que ni Euclides ni Euler 

consiguieron demostrar o refutar la existencia de los números perfectos impares. Hoy 

en día, se conocen 52 números perfectos, todos ellos pares y relacionados con los 

primos de Mersenne [3]. Pero a pesar de los avances que se han hecho en el tema [4], se 

sigue sin saber si existen o no los números perfectos impares. Una de las limitaciones es 

el desconocimiento de las propiedades de la suma de los divisores propios. La función σ 

es a día de hoy una de las bazas más utilizada por los investigadores para abordar este 

problema. 

 

2. DEFINICIONES 

Definición 1: para todo n ∈ ℕ  y n>0, la función σ(n) es la suma de todos los divisores 

positivos de n. 

𝜎(𝑛)  = ෍ 𝑑

ௗ|௡

 

Algunas de las propiedades de esta función que serán de importancia en este trabajo 
son:  

 Propiedad multiplicativa: si mcd(n, m) = 1; entonces σ(nm) = σ(n) ∙ σ(m) 
 La función sigma de un número primo p vale siempre σ(p) = p + 1 
 Si n vale 1, entonces σ(1) = 1 
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 Si n es un número perfecto, entonces σ(n) = 2n 
 En el caso de una potencia de un número primo p, la función sigma forma una 

progresión geométrica: 
 

𝜎(𝑝௔) = 1 + 𝑝 + 𝑝ଶ + ⋯ + 𝑝௔ =
𝑝௔ାଵ − 1

𝑝 − 1
 

Definición 2: para todo n ∈ ℕ y n>0, la función f(n) es la suma de los divisores propios 
de n; y se define en función de σ(n) tal que 

𝑓(𝑛) =  𝜎(𝑛) − 𝑛 

Esta función también tiene algunas propiedades que serán importantes en el 
desarrollo de este trabajo, como por ejemplo: 

 Si n es un número perfecto, entonces f(n) = n 
 La función f de un primo p vale siempre f(p) = 1 
 Si n es 1, entonces f(1) = 0 

PROPOSICIÓN: sea p un número primo y a ∈ ℕ su exponente. Entonces se cumple que   

σ(pa) = f(pa+1) 

Demostración: como hemos visto en la Definición 1, σ(pa) forma una progresión 
geométrica  

𝜎(𝑝௔) = 1 + 𝑝 + 𝑝ଶ + ⋯ + 𝑝௔  

Si elevamos p a a+1, obtenemos un término más en la progresión de arriba. Todos 
los anteriores términos conforman ahora los divisores propios del nuevo término 

𝜎(𝑝௔ାଵ) = 1 + 𝑝 + 𝑝ଶ + ⋯ + 𝑝௔ + 𝑝௔ାଵ 

𝜎(𝑝௔ାଵ) − 𝑝௔ାଵ = 1 + 𝑝 + 𝑝ଶ + ⋯ + 𝑝௔ = 𝑓(𝑝௔ାଵ) 

 

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN  

LEMA: para todo n ∈ ℕ y n>1, se cumple que  

𝑓(𝑛)| 𝑛 ↔   𝑓(𝑛) = 1 ∨  𝑓(𝑛) = 𝑛 

Demostración: definimos el conjunto formado por todos los divisores positivos de n  

𝐷𝑖𝑣(𝑛) = {𝑑ଵ,  𝑑ଶ,  𝑑ଷ, …  𝑑௥ , 𝑛} 
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Donde d1 = 1 y dr es el su divisor propio más grande de n. Dado que f(n) se define 
como la suma de los divisores propios de n, tenemos que  

𝑓(𝑛)  = ෍ 𝑑௜

௥

௜ୀଵ

 

Fijémonos en los valores que puede tomar r; que nos indica en este caso el número 
de divisores propios de n:   

 Si r > 1, entonces f(n) > dr, lo que implica que f(n) divide n si y solo si f(n) = n, ya que 
n es el único divisor de n mayor que dr.  

 Si r = 1, entonces d1 = 1 es el único divisor propio de n, por tanto, f(n) divide n y n es 
primo. 

 

IDENTIDAD: para todo n ∈ ℕ y n>1, se cumple la identidad  

𝑓(𝑛) = 𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ) ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ +  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ)
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ 

Donde p1 es el factor primo más pequeño de n, e1 es su exponente, σ es la función 
suma de todos los divisores positivos y f es la función suma de divisores propios.  

Demostración: sea n un número con factorización prima 

𝑛 =  𝑝ଵ
௘ଵ ∙ 𝑝ଶ

௘ଶ ∙ 𝑝ଷ
௘ଷ ∙ … ∙ 𝑝௥

௘௥ 

Donde p1, p2… pr son, de menor a mayor, los distintos factores primos de n; y e1, e2… 
er son sus exponentes. 

Y sea n/p1 el divisor propio más grande de n, con factorización prima 

𝑛

𝑝ଵ
=  𝑝ଵ

௘ଵିଵ ∙ 𝑝ଶ
௘ଶ ∙ 𝑝ଷ

௘ଷ ∙ … ∙ 𝑝௥
௘௥ 

Fijándonos en la factorización prima de ambos números, se deduce que todos los 
divisores de n/p1, incluido el propio n/p1, dividen n. Es decir, todos ellos son divisores 
propios de n. Además, todos estos divisores sumados dan σ(n/p1), lo que implica que  

𝑓(𝑛) ≥ 𝜎 ൬
𝑛

𝑝ଵ
൰ 

Observemos ahora que, de entre todos los divisores propios de n, los únicos que no 
dividen n/p1 son aquellos divisores múltiplos de p1e1. Por tanto, podemos redefinir f(n) 
para obtener la siguiente expresión 
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(1)                                                          𝑓(𝑛) = 𝜎 ൬
𝑛

𝑝ଵ
൰ + ෍ 𝑑

ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

 

Para calcular la suma de los divisores propios de n múltiplos de p1e1, haremos la 
siguiente operación: 

 ෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

=  𝜎(𝑛) −  𝜎 ൬
𝑛

𝑝ଵ
൰ −  𝑛 

Lo haremos así porque, como veremos, podemos extraer factores comunes entre 
σ(n) y σ(n/p1) que nos facilitarán llegar a la identidad. Utilizando la notación de 
factorización prima, aplicando las propiedades de la función sigma y reordenando los 
términos, obtenemos  

(2)              ෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

= σ൫p1
e1 ∙ p2

e2 ∙ … ∙ pr
er൯- σ൫p1

e1-1 ∙ p2
e2 ∙… ∙ pr

er൯- p1
e1 ∙ p2

e2 ∙ … ∙ pr
er 

 

෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

= σ൫p1
e1൯ ∙ σ൫p2

e2൯ ∙ … ∙ σ൫pr
er൯ − σ൫p1

e1-1൯ ∙ σ൫p2
e2൯ ∙ … ∙ σ൫pr

er൯- p1
e1 ∙ p2

e2 ∙ … ∙ pr
er 

෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

= ൣσ൫p2
e2൯ ∙ … ∙ σ൫pr

er൯൧ൣσ൫p1
e1൯ − σ൫p1

e1-1൯൧- p1
e1 ∙ p2

e2 ∙… ∙ pr
er 

෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

= p1
e1ൣσ൫p2

e2൯ ∙ … ∙ σ൫pr
er൯൧- p1

e1 ∙ p2
e2 ∙… ∙ pr

er 

෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

= p1
e1ൣσ൫p2

e2൯ ∙ … ∙ σ൫pr
er൯ − p2

e2 ∙… ∙ pr
er൧ 

෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

= p1
e1 ∙ 𝑓(p2

e2 ∙… ∙ pr
er) 

෍ 𝑑
ௗ|௡

௣భ
೐భ|ௗ

ௗழ௡ 

=  𝑝ଵ
௘ଵ ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ 
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De esta manera, sustituimos (2) en (1) y obtenemos la primera versión de lo que 
será la Identidad final 

(3)                                                𝑓(𝑛)  =  𝑝ଵ
௘ଵ ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ + 𝜎 ൬

𝑛

𝑝ଵ
൰ 

La expresión (3) relaciona entre sí dos divisores propios distintos de n; por un lado 
tenemos n/p1, y por otro tenemos n/p1e1 

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ =  𝑝ଶ

௘ଶ ∙ 𝑝ଷ
௘ଷ … ∙ 𝑝௥

௘௥ 

Partiendo ahora de (3), utilizamos la definición de la función f (Definición 2) con 
σ(n/p1) para así ampliar la expresión, tal que 

𝑓(𝑛)  =  𝑝ଵ
௘ଵ ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ +  

𝑛

𝑝ଵ
 +  𝑓 ൬

𝑛

𝑝ଵ
൰ 

O, lo mismo, pero utilizando la notación de factores primos 

𝑓(𝑛)  =  𝑝ଵ
௘ଵ ∙ 𝑓(𝑝ଶ

௘ଶ  ∙ … ∙ 𝑝௥
௘௥)  +  𝑝ଵ

௘ଵିଵ ∙ 𝑝ଶ
௘ଶ  ∙ … ∙ 𝑝௥

௘௥  +  𝑓(𝑝ଵ
௘ଵିଵ  ∙ 𝑝ଶ

௘ଶ ∙ … ∙ 𝑝௥
௘௥) 

Llegados a este punto, aplicamos (3) a f(n/p1). Y así, podemos ampliar la identidad 
aplicando de forma iterativa primero la Definición 2 y después (3) a cada nuevo divisor 
propio de n que obtengamos. Repetimos este proceso hasta llegar a σ(n/p1e1), donde 
utilizamos la Definición 2 por última vez y concluimos. 

𝑓(𝑛)  =  𝑝ଵ
௘ଵ ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ + 𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ ∙  𝑝ଶ
௘ଶ  ∙ … ∙  𝑝௥

௘௥)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ 

                                  𝑝ଵ
௘ଵିଵ  ∙ 𝑝ଶ

௘ଶ  ∙ … ∙ 𝑝௥
௘௥ + 𝑓(𝑝ଵ

௘ଵିଵ ∙  𝑝ଶ
௘ଶ  ∙ … ∙  𝑝௥

௘௥)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ 

                                                                  𝑝ଵ
௘ଵିଵ ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ +  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଶ ∙  𝑝ଶ
௘ଶ  ∙ … ∙  𝑝௥

௘௥)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ 

                                                                                                                             ⋮ 

                                                                                           𝑝ଵ ∙ 𝑓 ቆ
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ + 𝜎(𝑝ଶ

௘ଶ ∙ … ∙  𝑝௥
௘௥)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ 

                                                                                                            𝑝ଶ
௘ଶ ∙ … ∙  𝑝௥

௘௥ + 𝑓(𝑝ଶ
௘ଶ  ∙ … ∙  𝑝௥

௘௥) 

Si nos fijamos en los términos que obtenemos mediante este proceso iterativo, 
vemos que podemos extraer f(n/p1e1) y n/p1e1 (es decir, p2e2∙…∙prer) como factores 
comunes, permitiéndonos reordenar los términos  

𝑓(𝑛)  =  𝑓 ቆ
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ (𝑝ଵ

௘ଵ +  𝑝ଵ
௘ଵିଵ + ⋯ +  𝑝ଵ +  1) +

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ

(𝑝ଵ
௘ଵିଵ +  𝑝ଵ

௘ଵିଶ + ⋯ +  𝑝ଵ +  1) 
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Estos nuevos términos entre paréntesis que hemos obtenido son σ(p1e1) y σ(p1e1-1), 
respectivamente. De este modo, queda demostrada la Identidad. 

𝑓(𝑛) = 𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ) ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ +  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ)
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ 

 

TEOREMA: Sea n ∈ ℕ y n>1 un número perfecto. Entonces n es de la forma descrita por 
el Teorema de Euclides-Euler 

𝑛 =  2௣ିଵ ∙  ( 2௣ −  1) 

Donde 2p – 1 es primo. 

Demostración: sea n un número perfecto. Si n es perfecto, entonces vale lo mismo que 
la Identidad. Si reordenamos los términos, observamos que 

𝑛 = 𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ) ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ + 𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ)
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ 

𝑛 −  𝜎(𝑝ଵ
௘ଵିଵ )

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ =  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵ ) ∙ 𝑓 ቆ
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ 

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ

[𝑝ଵ
௘ଵ −  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ )]  =  𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ ) ∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ 

Y de esta última expresión, reordenando una última vez, podemos calcular el valor 
exacto de n/p1e1 cuando n es perfecto, que sería  

 

(4)                                             
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ =  

𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ )

𝑝ଵ
௘ଵ −  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ )
∙ 𝑓 ቆ

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵቇ 

 

Es decir, si n es perfecto, entonces f(n/p1e1) divide a n/p1e1.  

Gracias al Lema, sabemos que esto ocurre si y sólo si f(n/p1e1) es igual a 1 o a n/p1e1. 
Es imposible que f(n/p1e1) valga n/p1e1 porque entonces la fracción a la que multiplica 
debería valer 1, y eso no puede ser porque σ(p1e1) ≠ p1e1 - σ(p1e1-1).  

Por tanto, queda demostrado que si n es perfecto, entonces f(n/p1e1) = 1 y, en 
consecuencia, n/p1e1 es primo. Así, reescribimos (4) de la siguiente manera. 

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ =  

𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ )

𝑝ଵ
௘ଵ −  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ )
 

Ahora, si analizamos la fracción a derecha de esta igualdad, vemos que admite dos 
tipos de soluciones enteras: 
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Caso 1: el numerador es múltiplo del denominador, de manera que  

𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ )

𝑝ଵ
௘ଵ −  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ )
=  

𝑘 ൬
𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ൰

𝑘
   

Con k ∈ ℕ y k>1 

Este caso no se cumple. Aplicando la Proposición, podemos reescribir esta expresión 
como 

𝜎(𝑝ଵ
௘ଵ )

𝑝ଵ
௘ଵ  −  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ )
=

𝑝ଵ
௘ ଵ  +  𝑓(𝑝ଵ

௘ଵ )

𝑝ଵ
௘ଵ  −  𝑓(𝑝ଵ

௘ଵ )
 

Que el denominador divida al numerador en este caso, implica necesariamente que 
p1e1 sea múltiplo de f(p1e1). Por tanto, volvemos a aplicar el Lema.  

Si f(p1e1) = p1e1 tenemos un cero en el denominador, lo cual no tiene sentido. 

Si f(p1e1) = 1 tenemos una fracción entera formada por dos números de igual paridad 
y que difieren en 2. Así, sólo existe una solución posible, y es la fracción entera* que se 
obtiene con p1e1 = 2. Pero si p1e1 = 2, el denominador vale k = 1, con lo que esta solución 
no cumple los requisitos que hemos impuesto; pertenece en realidad al Caso 2. 

*Con p1e1= 3 también obtenemos una fracción entera que vale 2, pero como 2<3 no es 
posible que p1e1 sea 3. 

 

Caso 2: el denominador vale 1 y, por tanto 

𝑛

𝑝ଵ
௘ଵ =  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵ ) 

Esta solución sí es válida y además implica que p1 = 2 necesariamente, no puede 
tener ningún otro valor. Esto se demuestra aplicando las propiedades de la función σ 
dadas en la Definición 1: 

𝑝ଵ
௘ଵ  −  𝜎(𝑝ଵ

௘ଵିଵ)  =  1 

𝑝ଵ
௘ଵ  −  

𝑝ଵ
௘ଵ − 1

𝑝ଵ −  1
 =  1 

Esto sólo se cumple si el denominador p1  - 1 vale 1, lo que implica que p1 = 2. Por 
tanto, acabamos de demostrar que todo número perfecto es de la forma 

𝑛 =  2௘ଵ ∙  𝜎(2௘ଵ) 

Donde σ(2e1) es primo. 

Y, de nuevo, aplicando las propiedades de la función σ, obtenemos 
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𝑛 =  2௘ଵ ∙  ( 2௘ଵାଵ −  1) 

Como 2e1+1 - 1 es primo, el exponente e1+1 es también primo, porque de lo contrario, 
podríamos factorizar 2e1+1 – 1.  Es decir, si suponemos e1+1 = ab un compuesto, tenemos   

2௔௕ − 1 = (2௔)௕ − 1 =  ( 2௔ −  1)൫2௔(௕ିଵ) +  2௔(௕ିଶ) + ⋯ + 1൯ 

Y esto no puede ser, porque 2e1+1 – 1 es primo. Por tanto, todo número perfecto es de 
la forma 

 

𝑛 =  2௣ିଵ ∙  ( 2௣ −  1) 

Donde  2p – 1 es primo. De este modo, queda demostrado el Teorema. 
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