S CIQO Preprints

Estado de la publicacion: El preprint no ha sido enviado para publicacién

SUMA DE DIVISORES PROPIOS: UNA IDENTIDAD ALGEBRAICA
GENERAL Y LOS NUMEROS PERFECTOS

Imanol Urcola
https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.18161
Enviado en: 2026-09-24

Postado en: 2026-09-25 (versiéon 1)
(AAAA-MM-DD)


https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.18161
https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.18161
http://www.tcpdf.org

SciELO Preprints - Este documento es un preprint y su situacion actual esta disponible en: https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.18161

SUMA DE DIVISORES PROPIOS: UNA IDENTIDAD ALGEBRAICA GENERAL Y LOS
NUMEROS PERFECTOS

SUM OF PROPER DIVISORS: A GENERAL ALGEBRAIC IDENTITY AND PERFECT NUMBERS

Imanol Urcola

Investigador independiente, Barcelona, Catalufia, Espafia

ORCID: https://orcid.org/0009-0002-7999-103X

ABSTRACT

In this article, a general algebraic identity for the sum of the proper divisors of
every integer greater than one is proposed. Using this identity and some auxiliary
results, it has been proved that all perfect numbers have the form described by the

Euclid-Euler Theorem.
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RESUMEN

En este articulo se propone una identidad algebraica general para la suma de los
divisores propios de todo nimero natural mayor que uno. Utilizando esta identidad y
algunos resultados auxiliares, se demuestra que todos los nimeros perfectos son de la

forma que describe el Teorema de Euclides-Euler.

Palabras clave: nameros perfectos, funcién sigma, Teorema Euclides-Euler, divisores

propios, identidad algebraica
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1. INTRODUCCION

Los numeros perfectos son aquellos nimeros enteros positivos que son iguales que
la suma de todos sus divisores propios. Ya en la antigiiedad, Euclides descubrié los
cuatro primeros numeros perfectos, todos ellos pares, y propuso una formula general
para encontrarlos. Asi, Euclides propuso que un niimero par es perfecto si es de la forma
2r-1(2r - 1), donde 2P - 1 es un numero primo. Siglos mas tarde, Euler demostré que, si
un nimero par es perfecto, entonces tiene la forma descrita por Euclides. Este resultado
se conoce como el Teorema de Euclides-Euler [1]. Para demostrar este resultado, Euler
utilizé la funcién sigma (o), la cual es la suma de todos los divisores positivos de un
numero entero positivo. Euler utilizé las propiedades de esta funcién para demostrar el
teorema que lleva su nombre, y le sirvié también para describir qué forma tendria un
numero perfecto impar, en el caso de que existiera. Esa forma es N = p#**IM2; con p =
4n+1 un numero primo y M? un cuadrado perfecto [2]. Y es que ni Euclides ni Euler
consiguieron demostrar o refutar la existencia de los nimeros perfectos impares. Hoy
en dia, se conocen 52 numeros perfectos, todos ellos pares y relacionados con los
primos de Mersenne [3]. Pero a pesar de los avances que se han hecho en el tema [4], se
sigue sin saber si existen o no los nameros perfectos impares. Una de las limitaciones es
el desconocimiento de las propiedades de la suma de los divisores propios. La funcion o
es a dia de hoy una de las bazas mas utilizada por los investigadores para abordar este

problema.

2. DEFINICIONES

Definicion 1: para todo n € N y n>0, la funcién o(n) es la suma de todos los divisores

positivos de n.

o(n) = Zd

din
Algunas de las propiedades de esta funcidn que seran de importancia en este trabajo
son:

e Propiedad multiplicativa: si mcd(n, m) = 1; entonces o(nm) = a(n) - o(m)
e La funcion sigma de un nimero primo p vale siempre o(p) =p + 1
e Sinvalel,entonceso(1l)=1
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e Sinesunnumero perfecto, entonces a(n) = Z2n
e En el caso de una potencia de un ndmero primo p, la funcién sigma forma una
progresion geomeétrica:

a+1_1

p

ay =1 2 ... a_-__
o(p®) =1+p+p°+-+p —

Definicion 2: para todo n € Ny n>0, la funcion f{n) es la suma de los divisores propios
de n; y se define en funcién de o(n) tal que

f(m)=on)—n

Esta funcién también tiene algunas propiedades que serdan importantes en el
desarrollo de este trabajo, como por ejemplo:

e Sinesunnumero perfecto, entonces f{n) =n

e La funcion fde un primo p vale siempre f{p) = 1

e Sines1, entoncesf(1)=0

PROPOSICION: sea p un niimero primo y a € N su exponente. Entonces se cumple que

a(p) = flp™!)

Demostracion: como hemos visto en la Definiciéon 1, o(p?) forma una progresion
geométrica

o(p) =1+p+p*+-+p

Si elevamos p a a+1, obtenemos un término mas en la progresion de arriba. Todos
los anteriores términos conforman ahora los divisores propios del nuevo término

O.(pa+1) — 1+p+p2+_“+pa+pa+1

o) —p*t =14p+pi+ - 4pt =0T

3. RESULTADOS Y DISCUSION

LEMA: para todo n € Ny n>1, se cumple que
fMIn o fm=1Vv f(n)=n
Demostracion: definimos el conjunto formado por todos los divisores positivos de n

Dlv(n) = {dli dz, d3, . dr, n}
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Donde d; = 1 y d; es el su divisor propio mas grande de n. Dado que f{n) se define
como la suma de los divisores propios de n, tenemos que

fm :idi

Fijémonos en los valores que puede tomar r; que nos indica en este caso el numero
de divisores propios de n:

e Sir>1,entonces f(n) > dr, lo que implica que f{n) divide n si y solo si f(n) = n, ya que
n es el inico divisor de n mayor que d-.

e Sir=1, entonces d; =1 es el Unico divisor propio de n, por tanto, f(n) divide ny n es
primo.

IDENTIDAD: para todo n € Ny n>1, se cumple la identidad

f(n) =o(pf") f(%) + U(Pfl_l)%
b1 b1

Donde p; es el factor primo mas pequeno de n, e; es su exponente, o es la funcion
suma de todos los divisores positivos y fes la funcién suma de divisores propios.

Demostracion: sea n un niimero con factorizacién prima

_ el ,..e2 . ..e3 . . ner
n=p{ "pz” Pz " " Dr

Donde py, pz... pr son, de menor a mayor, los distintos factores primos de n; y ey, ez...
er son sus exponentes.

Y sea n/p; el divisor propio mas grande de n, con factorizacion prima

n
— .el—-1,_e2 .e3, . .er
= D1 P2 P33 "t Dr

P1

Fijdndonos en la factorizacién prima de ambos numeros, se deduce que todos los
divisores de n/p;, incluido el propio n/pi, dividen n. Es decir, todos ellos son divisores
propios de n. Ademas, todos estos divisores sumados dan o(n/p;:), lo que implica que

fm) =0 (pﬁ)

1

Observemos ahora que, de entre todos los divisores propios de n, los tinicos que no
dividen n/p; son aquellos divisores multiplos de p:¢l. Por tanto, podemos redefinir f{(n)
para obtener la siguiente expresion
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1) fn) = a(%) + Z d

din
pitld
a<n

Para calcular la suma de los divisores propios de n multiplos de p:¢%, haremos la
siguiente operacién:

n
Z d= o) — a(—)— n
i D1
pitld
d<n

Lo haremos asi porque, como veremos, podemos extraer factores comunes entre
o(n) y o(n/p1) que nos facilitardn llegar a la identidad. Utilizando la notacién de

factorizaciéon prima, aplicando las propiedades de la funcién sigma y reordenando los
términos, obtenemos

2) Z d=o(ps -pZ - ...-p?)-o(pet - pZ ... p)-pl - p% - .. p*
din
pi'ld
a<n
S a=op) - o(p) e olpir) — o(p) o(p) o) p
din
pitld
a<n

> d=[o(p) - - o(E)[o(e) — o(p )] 05t 5 b
djn
pild
d<n

> d=po(pF) - o oB)]-p - B
din
pitld
a<n

> d=po(pF) - o o(p) = b Y]
din
pitld
a<n

> d=p f0F )
din
pi'ld
d<n

el n
WEEIES
T P1

pstld
d<n
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De esta manera, sustituimos (2) en (1) y obtenemos la primera versién de lo que
sera la Identidad final

3 oD = pf -t (%) +o ()

La expresion (3) relaciona entre si dos divisores propios distintos de n; por un lado
tenemos n/pi, y por otro tenemos n/p;¢!

n

— e2 ,..e3 . ner
=1 P27 "P3 - Dr
P1

Partiendo ahora de (3), utilizamos la definicién de la funcién f (Definiciéon 2) con
o(n/p1) para asi ampliar la expresion, tal que

F) = pf? f<£> + 4 ()

0, lo mismo, pero utilizando la notacién de factores primos

fm) = pft - f@S? - pE) + pftps% o pf + (ST PSP pET)

Llegados a este punto, aplicamos (3) a f(n/p1). Y asi, podemos ampliar la identidad
aplicando de forma iterativa primero la Definicién 2 y después (3) a cada nuevo divisor
propio de n que obtengamos. Repetimos este proceso hasta llegar a o(n/p:¢1), donde
utilizamos la Definicién 2 por ultima vez y concluimos.

— el |, n el—-1 ., ez . . er
fm) =pi - f _pel + o(pf pz° et PE)
1

el—1

pitt o pSE o pE + f(ETT e pSE - pET)

n
pstt f(?) + 0§ 2 ps? s )
1

n
P1 -f<F> + o5 ... - pf")

1
ez, . er_l_f( e2 . er)

p2" " Pr p2” et Dr
Si nos fijamos en los términos que obtenemos mediante este proceso iterativo,

vemos que podemos extraer f(n/pi¢l) y n/p:¢! (es decir, pz¢?-...-p¢) como factores
comunes, permitiéndonos reordenar los términos

n el el-1 n el—-1 el1-2
f(n):f<_>(?91 + p1 ++ ppt+ 1)"‘?(191 + p1 +-+pt+ 1)

el
b1 1
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Estos nuevos términos entre paréntesis que hemos obtenido son o(p:¢!) y a(pi¢l1),
respectivamente. De este modo, queda demostrada la Identidad.

f() =a(pH)- f( e1>+ o(pi'” 1)p

1

TEOREMA: Sea n € Ny n>1 un niimero perfecto. Entonces n es de la forma descrita por
el Teorema de Euclides-Euler

n =21 (2P-1)
Donde 2P - 1 es primo.

Demostracion: sea n un niumero perfecto. Si n es perfecto, entonces vale lo mismo que
la Identidad. Si reordenamos los términos, observamos que

n—U(Pll) f( >+U(P11 1)
n—U(Pll 1) (Pll) f( )

p%[ — o)) = o(ps)- f< )

1

Y de esta ultima expresion, reordenando una ultima vez, podemos calcular el valor
exacto de n/p:¢! cuando n es perfecto, que seria

@ e T ()
P o(pi’ ™)

Es decir, si n es perfecto, entonces f(n/p:¢!) divide a n/p¢L.

Gracias al Lema, sabemos que esto ocurre si y solo si f{n/p:¢1) es igual a 1 0 a n/ps¢L.
Es imposible que f{(n/p:¢!) valga n/p:¢! porque entonces la fraccion a la que multiplica
deberia valer 1, y eso no puede ser porque a(p:¢l) # pi¢! - a(p1i1).

Por tanto, queda demostrado que si n es perfecto, entonces f(n/p:¢1) = 1 y, en
consecuencia, n/p:¢! es primo. Asi, reescribimos (4) de la siguiente manera.

n_ o)
pit pit— o)

Ahora, si analizamos la fraccién a derecha de esta igualdad, vemos que admite dos
tipos de soluciones enteras:
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Caso 1: el numerador es multiplo del denominador, de manera que

k (L)
opi') " \pf"
pi' — o) k

ConkeNyk>1

Este caso no se cumple. Aplicando la Proposicién, podemos reescribir esta expresion
como

o(pt’ _pit + fpi
pit — o) pit - flf)

Que el denominador divida al numerador en este caso, implica necesariamente que
p1¢! sea multiplo de f{p:¢1). Por tanto, volvemos a aplicar el Lema.

Si f(p1¢l) = p1¢! tenemos un cero en el denominador, lo cual no tiene sentido.

Si f(p1¢1) = 1 tenemos una fraccion entera formada por dos nimeros de igual paridad
y que difieren en 2. Asi, so6lo existe una solucién posible, y es la fraccion entera* que se
obtiene con p:¢! = 2. Pero si p:¢! = 2, el denominador vale k = 1, con lo que esta solucion
no cumple los requisitos que hemos impuesto; pertenece en realidad al Caso 2.

*Con p:¢’= 3 también obtenemos una fraccién entera que vale 2, pero como 2<3 no es
posible que p:¢sea 3.

Caso 2: el denominador vale 1y, por tanto
n

F= U(Pfl)
1

Esta solucion si es valida y ademas implica que p; = 2 necesariamente, no puede

tener ningun otro valor. Esto se demuestra aplicando las propiedades de la funcién o
dadas en la Definicién 1:

pit — o) =1

el
~1
- =1

pr— 1

Esto s6lo se cumple si el denominador p; - 1 vale 1, lo que implica que p; = 2. Por
tanto, acabamos de demostrar que todo nimero perfecto es de la forma

n = 2¢1. g(2¢1)
Donde o(2¢1) es primo.

Y, de nuevo, aplicando las propiedades de la funcién o, obtenemos

SciELO Preprints - preprints.scielo.org



SciELO Preprints - Este documento es un preprint y su situacion actual esta disponible en: https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.18161

n = 261_ (261+1_ 1)

Como 2¢1*1 - 1 es primo, el exponente el+1 es también primo, porque de lo contrario,
podriamos factorizar 2¢1+1 — 1. Es decir, si suponemos e1+1 = ab un compuesto, tenemos

200 —1 = (2P — 1= (29— 1)(2¢0~D 4 200=D) 4 ... 4 1)

Y esto no puede ser, porque 2¢1*1 — 1 es primo. Por tanto, todo nimero perfecto es de
la forma

n =201 (20— 1)

Donde 27 -1 es primo. De este modo, queda demostrado el Teorema.
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