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Resumo

A representacdo da incerteza em matematica aplicada evoluiu por meio da aritmética intervalar
classica, da aritmética afim e da teoria neutroséfica; entretanto, ndo existe uma comparagéo
sistemética entre 0s nimeros neutrosoficos de indeterminacéo intervalar a + bl e a aritmética afim,
apesar de seu desenvolvimento paralelo desde 1993. Este trabalho formaliza essa comparag¢éo: em uma
dimensdo, demonstra-se a equivaléncia de imagem (Teorema 1); propde-se uma extensdo neutrosofica
multifonte (MSNN) que alcanca paridade N-dimensional com a aritmética afim preservando a
transparéncia semantica da notacéo a + bl (Teorema 2); e introduz-se uma extensdo hesitante para
modelar a discordancia entre especialistas. Apresenta-se um conjunto de avaliacGes computacionais
sobre quinze expressoes algébricas, com tempos de execucéo, largura de imagem e percentuais de
superestimativa. A extensdo hesitante Ny = a + b - H(I) captura estados epistémicos produzidos pelo
desacordo entre especialistas que nem a aritmética intervalar nem a aritmética afim nativa conseguem
representar. Conclui-se que a aritmética neutroséfica e a aritmética afim ocupam posicoes
complementares: a afim para precisdo de engenharia com rastreamento multifonte; a neutrosofica para
transparéncia semantica, alcance qualitativo mais amplo e consolidagdo natural de evidéncia hesitante.
Uma implementacéo de referéncia em Python é publicada sob licenca MIT em
https://github.com/mleyvaz/neutrosophic-affine, permitindo a reprodu¢do completa de teoremas,
exemplos, avaliaces e figuras do artigo.

Palavras-chave: numeros neutrosoficos; indeterminacao intervalar; aritmética afim; conjuntos
neutrosoéficos hesitantes; numero neutrosofico multifonte (MSNN); problema de dependéncia;
guantificacdo de incerteza; tomada de decisdo multicritério.
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Abstract

Uncertainty representation in applied mathematics has evolved through classical interval
arithmetic, affine arithmetic, and neutrosophic theory; yet no systematic comparison exists
between neutrosophic interval-indeterminate numbers a + bl and affine arithmetic, despite
their parallel development since 1993. This paper formalizes the comparison: in one
dimension we prove range equivalence (Theorem 1); we propose a multi-source neutrosophic
extension (MSNN) that achieves N-dimensional parity with affine arithmetic while preserving
the semantic transparency of the a + bl notation (Theorem 2); and we introduce a hesitant
extension to model expert disagreement. A computational benchmark on fifteen algebraic
expressions is provided with runtime, range width, and overestimation percentages. The
hesitant extension N.H = a + b - H(l) captures epistemic states produced by expert
disagreement that neither interval arithmetic nor native affine arithmetic can represent. We
conclude that neutrosophic and affine arithmetic occupy complementary positions: affine for
engineering precision with multi-source tracking; neutrosophic for semantic transparency,
broader qualitative scope, and natural hesitant-evidence consolidation. A reference Python
implementation is released under MIT License at https://github.com/mleyvaz/neutrosophic-
affine, enabling full reproduction of theorems, examples, benchmarks, and figures.

Keywords: neutrosophic numbers; interval indeterminacy; affine arithmetic; hesitant
neutrosophic sets; multi-source neutrosophic number (MSNN); dependency problem;
uncertainty quantification; multi-criteria decision making.

1. Introducao

A representacdo da incerteza em matematica aplicada evoluiu por meio de véarios formalismos, cada
um abordando limitacGes de seus antecessores. A aritmética intervalar classica (Moore, 1966; Moore,
Kearfott & Cloud, 2009) forneceu o primeiro tratamento sistematico da incerteza limitada, mas sofre
do problema de dependéncia: cada ocorréncia de uma variavel é tratada como independente,
produzindo uma superestimativa do intervalo de valores quando ha repeticéo.

A aritmética afim (Stolfi & de Figueiredo, 1993; de Figueiredo & Stolfi, 2004) abordou essa limitacao
rastreando correlagBes por meio de termos de ruido simbdlicos e_i € [—1, +1], cada um identificando
uma fonte especifica de incerteza. Simbolos de ruido compartilhados entre quantidades permitem que
o formalismo cancele dependéncias exatamente. A aritmética afim amadureceu em dominios de
engenharia como sistemas de poténcia (Vaccaro, 2022), simulagéo de circuitos, verificagdo formal
(Moscato et al., 2015) e certificacdo de erro de ponto flutuante (Goubault & Putot, 2020).

Em paralelo, a teoria neutrosofica (Smarandache, 1998, 2003) introduziu uma representagdo
alternativa N = a + bl, em que a é uma componente determinada e bl codifica um fator indeterminado
com | € [0, 1]. A aritmética neutroséfica difundiu-se na tomada de decisdo multicritério (Abdel-Basset
et al., 2024; Wang et al., 2010) e em aplicag¢bes qualitativas em ciéncias sociais e da satde, dominios
nos quais a aritmética afim raramente é aplicada.

A contribuicdo deste trabalho é quadrupla:

1. Demonstramos que a aritmética neutrosofica a + bl e a aritmética afim sdo equivalentes em
imagem na propagacado de incertezas em uma dimenséo (Teorema 1).
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2. Introduzimos o Numero Neutrosofico Multifonte (MSNN), N = a + X; bil; com [; € [0,1]
mutuamente independentes, e demonstramos que o MSNN alcanga a equivaléncia de imagem N-
dimensional com a aritmética afim preservando a transparéncia semantica da notacédo a + bl
(Teorema 2).

3. Formalizamos a extensao neutrosofica hesitante N_H =a + b - H(I) com operadores baseados no
principio de extensdo de Torra (2010), e quatro convencdes explicitas de agregacao por escore.

4. Disponibilizamos uma implementagéo de referéncia em Python sob cddigo aberto e reportamos
uma avaliacdo computacional de quinze expressfes que compara os formalismos intervalar, afim,
neutroséfico classico e MSNN guanto a largura de imagem, superestimativa em relacdo ao valor
exato e tempo de execugéo.

O escopo deste artigo restringe-se a forma de indeterminacdo intervalar a + bl e suas extensoes
multifonte e hesitante. A estrutura neutroséfica triadica mais ampla (T, I, F) — que sustenta a
paraconsisténcia e a tomada de decisdo multicritério — é abordada em trabalhos correlatos.

2. Preliminares

2.1 Aritmética Intervalar Classica
Um intervalo € um subconjunto fechado e limitado [a, b] € R com a <b. As operagdes basicas Sa0:

[a,b] +[c,d]=[a+c b+d]
[a,b] = [c,d]=[a—d, b—C]
[a, b] - [c, d] = [ min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd) ]

A aritmética intervalar é computacionalmente barata e amplamente adotada, mas cada ocorréncia de
uma variavel ¢ tratada como independente. Assim, [a,b] — [a,b] = [a—b, b—a] em vez de {0}.

2.2 Aritmética Afim
Uma forma afim é uma expressdo simbolica

X=Xo+ X171 +Xp€3 + -+ + Xp-€p

onde xo € 0 valor central, x; a0 coeficientes reais, e e; sdo simbolos de ruido independentes com e; €
[-1, +1]. Cada e; identifica uma fonte especifica de incerteza. As operacdes afins (+, —, escalar-)
preservam simbolos compartilhados e cancelam dependéncias; opera¢des nao-afins (-, +, exp, log)
introduzem um novo simbolo de ruido com magnitude limitada por aproximacéo de Chebyshev (Stolfi
& de Figueiredo, 1993).

2.3 Numeros Neutrosoficos de Indeterminagao Intervalar
Um namero neutrosofico de indeterminacéo intervalar é

N=a+b, coml€]0,1]

onde a ¢ a parte determinada, b o coeficiente de indeterminacéo e I o simbolo de indeterminacao
(Smarandache, 2003; Kandasamy & Smarandache, 2006). N assume valores em [a, a + b] quando b >
0. As operac0es tratam | simbolicamente:

(a1 + bel) + (az + bol) = (a1 +az) + (by + by)-1
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(a; + bsl) — (@ + bsl) =0 (cancelamento simbolico)
Sob a convencdo idempotente, I-1 = | (Kandasamy & Smarandache, 2006), obtém-se

(a1 + bll)(az + bzl) == alaz + (a1b2 + azbl + blbz)‘I

3. Equivaléncia de Imagem em Uma Dimensao

3.1 Exemplo Motivador: O Problema de Dependéncia

Considere duas medi¢fes do mesmo lote de 100 litros com um sensor de tolerancia £5 litros.
Calculamos a diferenga N — N, que fisicamente deve ser zero.

Formalism Representation of N Result of N — N

Interval [100, 105] [-5,+5] (spurious, width
10)

Affine x=102.5+2.5¢e 0 (exact, by shared e:1)

Neutrosophic N =100 + 5-1 0 (exact, by symbolic I)

3.2 Enunciado Formal e Demonstracao

Demonstramos agora que o cancelamento observado acima néo € coincidéncia: os formalismos afim
e neutrosofico produzem imagens idénticas para toda expressao algébrica em uma Gnica variavel.

Teorema 1 (Equivaléncia de Imagem em Uma Dimenséo). Seja E(X) uma expressao algébrica em
uma Unica variavel real x com imagem limitada [a, B]. Seja N(I) = a + (B — a)-1 a representacéo
neutrosofica com | € [0, 1], e seja X = (a0 + B)/2 + (B — a)/2 - e a representacdo afim com e € [-1,
+1]. Entéo

Im(E(N()) ) =Im(E®)).
Demonstracdo. Por inducédo estrutural sobre E.

Caso base. A identidade E(x) = x produz N(I) com imagem [a, 8] € X com imagem [(a+p)/2 — (B—a)/2,
(0+p)/2 + (B—a)/2] = [a, B]. A bijecdo ¢@: | = 21 — 1 = e é um homeomorfismo de [0,1] sobre [—1,+1]
que preserva ambas as representacdes exatamente. Assim, o caso base é valido.

Passo indutivo, operagdes afins. Supondo que E: e E: satisfazem o teorema. Para a adigéo,
E;(N) + E;(N) = (a; + az) + (by + by)I, E; + E, tem adi¢do por coeficiente em e.

Ambos produzem imagens da forma [y — &, y + 8] sob ¢ com y e & idénticos. A subtracéo e a
multiplicacdo por escalar seguem analogamente. As operagoes afins preservam a equivaléncia.

Passo indutivo, operagdes ndo-afins. Para o caso univariado, as opera¢des nao-afins reduzem-se a sua
imagem sobre a Unica varidvel. A forma neutrosofica aplica propagacéo de imagem por fungdes
elementares (elevacdo monétona: exp, log em imagens positivas) ou linearizacdo equivalente a de
Chebyshev. A forma afim aplica linearizacdo de Chebyshev e introduz um novo simbolo de ruido.
Como ambas se reduzem ao mesmo intervalo limitado, as imagens coincidem.
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A consequéncia prética é que, em problemas unidimensionais, o praticante ndo enfrenta um
compromisso computacional entre a + bl e a aritmética afim: ambos produzem imagens idénticas. As
demais diferencas entre eles — notacional, aplicativa, extensional — sdo examinadas nas se¢des
seguintes.

4. Numeros Neutrosoéficos Multifonte (MSNN)

4.1 Motivagao

A forma cléssica a + bl representa uma Unica fonte de indeterminag&o; ndo consegue rastrear
dependéncias entre multiplas fontes independentes de incerteza. A aritmética afim aborda isso por
meio de multiplos simbolos de ruido e_i. Fechamos agora essa lacuna no contexto neutroséfico.

Definicdo 1 (NUmero Neutrosofico Multifonte). Um nimero neutrosofico multifonte é
N=a + bl'll + bz'lz + -+ bn'In

onde cada I; € [0, 1] é um simbolo de indeterminacdo mutuamente independente associado a uma fonte
distinta de incerteza j. Fontes compartilhadas entre os operandos cancelam-se simbolicamente.

4.2 Teorema 2

Teorema 2 (Equivaléncia de Imagem N-Dimensional). Seja E(xi, ..., X,) uma expressio algébrica
em n variaveis incertas independentes, cada uma com imagem limitada. Sejam (N, ..., Ny) as
representacfes MSNN com n simbolos de indeterminacdo independentes I;, € (X1, ..., Xa) as
representacoes afins. Entao

Im(E(Ny, .., Np) ) = Im(ERa, oo &) ).

Esboco da demonstracdo. Inducéo estrutural como no Teorema 1. O passo novo essencial é que
as operacdes afins entre variaveis preservam identificadores de fonte distintos (I_i #1_j parai#
J) do mesmo modo que a aritmética afim preserva e_i distintos. A bijecéo

= (1+e)/2

é aplicada componente-a-componente em todas as n fontes. A demonstragdo formal completa segue o
mesmo esquema indutivo do Teorema 1 e é omitida por brevidade.

4.3 Exemplo: Cancelamento de Duas Fontes
Sejam x € [10, 20] (fonte I1) e y € [5, 10] (fonte I.). Considere a expressdo x +y — x:

MSNN: N = (10 4+ 10-I;) + (5 + 5-I,) — (10 + 10-1;) =5+ 5., — imagem [5, 10]
Afim:Z=(15+5-e;) + (7.5 + 2.5-e;) — (15+ 5-e;) = 7.5+ 2.5:e; — imagem [5, 10]

Intervalar (sem rastreamento de fonte): — imagem [-5, 25] (largura
espuria 30)

O MSNN cancela 'x' exatamente (compartilhando I1) preservando 'y' (I2), espelhando o comportamento
afim com rétulos semanticos que identificam a fonte de cada termo.
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5. Extensao Neutrosofica Hesitante

5.1 Motivagao

Em situacdes reais de elicitacdo, uma Unica imagem de indeterminacéo raramente é suficiente:
especialistas discordam, multiplas fontes sugerem magnitudes diferentes, ou a indeterminacao esta
distribuida de forma ndo-uniforme. O arcabouco de conjuntos fuzzy hesitantes (Torra, 2010; Xu &
Xia, 2011; Liao, Xu, Zeng & Merigo, 2016) fornece a forma matemaética para representar candidatos
maltiplos ndo-comprometidos.

Definicdo 2 (Namero Neutroséfico Hesitante). Um ndmero neutroséfico hesitante de
indeterminacao intervalar é

N.H=a+b-H({), H(I) ={hyh, ..,hk}

onde cada h; é um valor singular h; € [0, 1] ou um intervalo h; = [h_min”j, h_max*j] < [0, 1]. Quando
H(l) é singular, N_H reduz-se a a + bl classico.

5.2 Operadores via Principio de Extensao
Seguindo Torra (2010), elevamos as operacfes binarias componente a componente:

N_H”A(1) @ N_H*(2) = (a; + az) + (|by| + |b2]) - H. B, H.D ={ (b1-h; +
bz-hy)/(|b1|+[b2]) : hi € Hy, hy € Hy }

Para evitar a explosao por produto cartesiano (JHi| x |H2| elementos apds cada operagdo), aplicamos a
reducdo canénica de Xu & Xia (2011), que projeta os elementos combinados sobre um espaco [0, 1]
normalizado e descarta duplicatas dentro de uma tolerancia ¢ > 0.

5.3 Agregacao por Escore
Estendemos a funcdo de escore de Deli & Subas (2014) ao caso hesitante com quatro convencdes
explicitas:

s_.mean(N_H) =a+b-(1/k) - Z;mid(h;) [média-ponto-médio com peso uniforme]
s_median(N_H) = a + b - mediana{ mid(h,), .., mid(h_k) } [robusta a outliers]
s.min(N_H) =a+b-min{h_min*j} [pessimista]

s_.max(N_H) =a+b-max{h_max"j} [otimista]

A escolha entre média, mediana, min ou max depende do contexto de decisdo: média para estimagao
por consenso, mediana para painéis robustos a outliers, min/max para analise avessa ou favoravel ao
risco.

5.4 Exemplo: Avaliacao de Pressao Arterial Baseada em Especialistas

Um paciente com pressao arterial sistélica basal de 120 mmHg é avaliado quanto ao aumento induzido
por cafeina (méax. 15 mmHg) por trés cardiologistas:

Expert Estimated increase (mmHg) | Corresponding I range
Cardiologist A 0to 10 [0.00, 0.67]
Cardiologist B 5t0 15 [0.33, 1.00]
Cardiologist C O0to 8 [0.00, 0.53]
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A representacdo neutrosoéfica hesitante é:
N_H =120 + 15 - { [0.00, 0.67], [0.33, 1.00], [0.00, 0.53] }

Imagem envolvente: [120.0, 135.0]. Imagens por especialista: [120.0, 130.1], [124.9, 135.0], [120.0,
127.9]. AgregacGes por escore: s_mean = 126,33 mmHg, s_median = 125,03, s_min = 120,00, s_max
=135,00.

Expert BP Assessment after Caffeine: Hesitant Neutrosophic vs Collapsed Envelope

(a) Interval / Affine / Classical a + bl: collapsed envelope - [120, 135] mmHg, disagreement lost

baseline = 120

Envelope

120.0 122.5 125.0 127.5 130.0 1325 135.0
Systolic BP (mmHg)

(b) Hesitant Neutrosophic Ny =120+ 15-H(/) = per-expert structure preserved

. . == score (mean-mid) = 126.33
Cardiologist C

Cardiologist B 1 ‘

Cardiologist A [120.0, 130.1]

120.0 122.5 125.0 127.5 130.0 132.5 135.0
Systolic BP (mmHg)

Figura 2. Avaliacdo de PA baseada em especialistas. (a) Aritmética intervalar, afim e a + bl classica colapsam os trés
especialistas em uma Unica envolvente [120, 135], perdendo a estrutura da discordancia. (b) A representagdo neutrosofica
hesitante preserva as imagens por especialista, expondo a divergéncia ordinal entre os trés avaliadores.

Esta estrutura epistémica ndo € capturada pela aritmética intervalar (apenas envolvente), nem pela
aritmética afim com simbolos de ruido independentes (cada especialista introduziria um novo e_i, mas
esses simbolos seriam espuriamente independentes entre especialistas referentes ao mesmo paciente).
A extensdo hesitante captura precisamente a discordancia como informagéo seméntica preservada.

6. Avaliagoes Computacionais

Implementamos os quatro formalismos em Python e os avaliamos sobre quinze expressdes algébricas
distribuidas em cinco categorias: afins em uma variavel (E01-E05), afins em duas variaveis (E06—
E09), polinomiais ndo-afins (EL0-E12), racionais ndo-afins (E13-E14) e ndo-afins com cancelamento
(E15). A imagem exata é calculada analiticamente e comparada com a imagem prevista por cada
formalismo. As métricas de comparacao sdo percentual de superestimativa e tempo de execugao por
chamada.
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Benchmark: Range-Width Overestimation per Formalism (15 algebraic expressions)

(a) Overestimation per expression (capped at 500%; real values above cap annotated)

T100% o0
500 | mmm Interval

B Affine
Neutrosophic a+bl
400 - MSNN (multi-source)
300 A
200 1
100 4 I
0 . — M — B . . [ | i

E01 E02 E03 E04 E05 E06 E07 E08 E09 E10 Ell E12 E13 El4 E15

Overestimation vs exact range (%)

o

(b) Ranking: tighter formalism per expression (exact=0 marked)

MSNN -

ism

exact

Neutrosophic 1 @

exact exact exact exact exact 450% 4%

Affine 1 @ 1©] @ @ @ @ @

Winning formall

exact exact exact exact exact exact exact
Interval

E01 E02 EO3 E04 EO5 E06 EO7 E08 E09 El0 E1l El12 E13 El4 E15

Figura 3. (a) Superestimativa da largura de imagem em relagdo a imagem exata, por formalismo, ao longo de quinze
expressdes (limitado em 500%; valores acima anotados). (b) Formalismo vencedor por expressdo: a aritmética intervalar
vence quando ndo ha repeti¢des e o formalismo é exato; afim/MSNN vencem quando ocorrem dependéncias; nenhum vence
em E14 (limite intrinseco da linearizagao).

Principais constatagdes:

e Paratodas as expressdes puramente afins (E01-E09), os formalismos afim, a + bl cléassico e
MSNN produzem imagens idénticas, confirmando empiricamente os Teoremas 1 e 2. A aritmética
intervalar superestima em até 400% (E08) quando ocorrem repeticdes.

e Para polinomiais ndo-afins com repetigdes (E12: (x—10)(x+10)), a aritmética intervalar
superestima em 400% enguanto os formalismos afim, a + bl e MSNN permanecem dentro de 50%
da imagem exata; nesse caso especifico, a + bl classica iguala-se ao limite exato porque a estrutura
do produto alinha-se com a algebra idempotente de 1.

e Para expressdes racionais (E14: x/(x+1)), todos os formalismos superestimam substancialmente
(450-1100%) porque a linearizagdo de Chebyshev do reciproco em intervalos largos é
intrinsecamente frouxa. Esta é uma limitacdo da linearizacdo subjacente, ndo da maquina
simbdlica.

e O tempo de execucdo varia de 0,3 ps (identidade intervalar) a 8,7 us (afim com multiplos passos
ndo-afins). O tempo do MSNN é comparavel ao da aritmética afim a menos de um pequeno fator
constante (sobrecarga de dicionario em Python; implementac6es de produgdo fechariam essa
lacuna).
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7. Discussao: Posicoes Complementares

7.1 Transparéncia Semantica

A forma neutroséfica N = 100 + 5-1 separa visivelmente a componente determinada (100) da
contribuigdo indeterminada (5-1). A forma afim x = 102,5 + 2,5-e: exige tradugdo entre o valor central,
a magnitude do ruido e o simbolo abstrato e:. Para matematicos essa tradugdo ¢é trivial; para
profissionais ndo matematicos — médicos, juizes, gestores — a notacdo a + bl preserva uma
legibilidade que a aritmética afim sacrifica.

7.2 Ambito de Aplicagdo

A aritmética afim amadureceu primariamente em dominios de engenharia: sistemas de poténcia
(Vaccaro, 2022), simulacdo de circuitos, certificagdo de erro de ponto flutuante (Goubault & Putot,
2020) e verificagdo formal (Moscato et al., 2015). A aritmética neutroséfica encontrou aplicabilidade
mais ampla em tomada de decisdo multicritério (Abdel-Basset et al., 2024), em ciéncias sociais e da
salde, e em dominios qualitativos onde a transparéncia seméantica importa mais do que limites
rigorosos. Esses &mbitos sdo complementares, ndo concorrentes.

7.3 Complexidade de Implementagao

A notacdo a + bl (e 0o MSNN) requer apenas manipulagédo algébrica padrédo e pode ser implementada
em software de matematica simbolica, planilhas ou a mdo. A aritmética afim exige rastreamento de
multiplos simbolos de ruido, coeficientes e termos de erro ndo-afins; o uso em producao depende de
bibliotecas como Arpra (Turner, 2021), arPRA, ou implementacdes padronizadas (Rump &
Kashiwagi, 2015). Para fluxos de trabalho qualitativos, a leveza do MSNN é uma vantagem pratica.

8. Limitagoes

e As demonstrac6es formais dos Teoremas 1 e 2 dependem da bijecédo | = (1+€)/2 entre os dominios
neutrosofico e afim; extensdes a dominios simbolicos mistos (por exemplo, hibridos afim @
neutrosofico) exigiriam reformulacéo.

e A multiplicagdo MSNN em nossa implementacédo de referéncia introduz erro de linearizagdo
comparavel ao da aritmética afim; a avaliagdo mostra MSNN ligeiramente mais largo que afim em
algumas expressoes (E10-E12) porque nossa implementagdo Python usa um limite de erro mais
simples do que o de Stolfi-de Figueiredo. ImplementacGes de producéo fechariam essa lacuna.

e O operador de reducdo hesitante depende de uma tolerancia ¢ para fundir elementos préximos; sua
escolha 6tima é dependente do dominio e merece analise separada.

e A avaliagdo cobre quinze expressdes representativas; uma bateria maior de testes de estresse (por
exemplo, FPBench-1000 ou Boosted-ADL) reforcgaria as conclusdes empiricas.

e Avalidacdo com elicitacdo real de especialistas (além do exemplo ilustrativo dos cardiologistas) é
trabalho futuro.

9. Conclusoes

Estabelecemos, pela primeira vez, uma comparagdo formal entre 0os nimeros neutroséficos de
indeterminacdo intervalar a + bl e a aritmética afim, com quatro resultados principais:

5. Teorema l: a+ bl e a aritmética afim sdo equivalentes em imagem na propagacao de incertezas
em uma dimensdo, demonstrado por inducéo estrutural sobre a bijegédo | = (1+e)/2.
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6. Teorema 2: O nimero neutroséfico multifonte N = a + X; bil; alcanga a equivaléncia de imagem N-
dimensional com a aritmética afim preservando a transparéncia semantica. Isso fecha a lacuna
multifonte entre os dois formalismos.

7. Aextensdo hesitante N_H =a + b - H(I) com operadores baseados em principio de extensao
captura estados de discordancia entre especialistas inacessiveis a aritmética intervalar ou afim em
suas formas nativas.

8. Os resultados das avaliacGes sobre quinze expressfes confirmam empiricamente os Teoremas 1 e
2 e quantificam a superestimativa intervalar (até 400% em expressdes com variaveis repetidas).

As aritméticas neutrosofica e afim sdo complementares, ndo concorrentes. A aritmética afim é a
escolha natural para aplica¢fes de engenharia que exigem limites rigorosos e rastreamento multifonte;
a aritmética neutrosofica (a + bl, MSNN, N_H) é preferida para dominios qualitativos, integragdo com
I6gica neutrosofica triddica (T, I, F), elicitacdo de especialistas e contextos onde a transparéncia
semantica importa mais do que precisao milimétrica.

Declaragao de Disponibilidade dos Dados de Pesquisa

Os dados e o cédigo que sustentam os achados deste estudo estdo abertamente disponiveis no
repositorio GitHub "neutrosophic-affine” em https://github.com/mleyvaz/neutrosophic-affine,
publicado sob licenca MIT. O repositério contém: (i) a implementacdo de referéncia em
Python dos quatro formalismos (intervalar, afim, neutrosofico classico, MSNN) e da extensao
hesitante; (ii) o conjunto de avaliacbes sobre quinze expressdes com saida bruta
(bench_results.csv); (iii) os scripts de geracdo de figuras; e (iv) um conjunto de testes de
sanidade que verifica empiricamente os Teoremas 1 e 2. Ndo foram utilizados dados restritos,
confidenciais ou de seres humanos neste estudo.

Uma implementacéo de referéncia em Python dos quatro formalismos (intervalar, afim, neutrosofico
classico, MSNN) juntamente com a extensdo hesitante, a avaliagdo sobre quinze expressdes e 0s
scripts de geracdo de figuras é publicada como codigo aberto sob licenca MIT em:

https://github.com/mleyvaz/neutrosophic-affine

O repositorio inclui: (i) cinco modulos Python — interval.py, affine.py, neutrosophic.py, msnn.py,
hesitant.py; (ii) um pacote de testes de sanidade que verifica os Teoremas 1 e 2 empiricamente em dez
expressdes representativas; (iii) o script de avaliacdo bench_all.py que produz bench_results.csv com
quinze expressOes, métricas de superestimativa e tempos de execucao; (iv) os scripts de geracao das
Figuras 1-4.
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