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O modelo do gas de elétrons proposto por Fermi em 1926 constitui uma das primeiras aplicacoes
diretas da Mecéanica Quéntica na descricdo das propriedades fisicas de sélidos. Em particular, a
descricdo matematica da contribuicdo eletronica para o calor especifico consiste em um hallmark
neste campo. No entanto, manifestacdes exdticas da matéria ndo podem ser descritas pelo modelo
do gés de Fermi e pela teoria de bandas. Exemplos incluem a fase isolante de Mott e o alto valor do
coeficiente de Sommerfeld para os chamados férmions pesados. Nesta contribuicdo, revisitamos de
forma compreensiva os conceitos fundamentais relacionados aos fenémenos eletrénicos fortemente
correlacionados. Focamos em uma andlise do modelo de Hubbard para o dimero de Mott em
conexao direta com tépicos atuais de pesquisa e observacles experimentais. Revisitamos também
brevemente os modelos de Fermi-Hubbard, Bose-Fermi-Hubbard, Anderson de uma tnica impureza,
Su—Schrieffer—Heeger, t-J e RVB, bem como a teoria BCS e a do funcional da densidade e suas
aplicagoes. Ainda, a teoria de campo médio dindmico e a aproximagdo GW sdo brevemente
discutidas. O presente trabalho pode ser visto como uma “cartilha” para o ptblico geral interessado
nos aspectos tedricos e experimentais relacionados a pesquisa no campo de sistemas eletronicos
fortemente correlacionados.

Palavras-chave: Sistemas eletronicos fortemente correlacionados, modelo de Hubbard, transigdo
metal-isolante de Mott, metais moleculares.

The electron gas model proposed by Fermi in 1926 constitutes one of the first direct appli-
cations of Quantum Mechanics in the description of the physical properties of solids. In particular,
the mathematical description of the electronic contribution to the specific heat is a hallmark in this
field. However, exotic manifestations of matter cannot be described by the Fermi gas model and
band theory. Examples include the Mott insulating phase and the enhancement of the Sommerfeld
coefficient for the so-called heavy fermions systems. In this contribution, we revisit comprehensively
fundamental concepts related to strongly correlated electronic phenomena. We focus on an analysis
of the Hubbard model for the Mott dimer in a direct connection with current research topics and
experimental observations. We also revisit the Fermi-Hubbard, Bose-Fermi-Hubbard, Anderson
single-impurity, Su—Schrieffer—Heeger, ¢-J, and RVB models, as well as the BCS theory and
density functional theory and its applications. Yet, the dynamical mean-field theory and the GW
approximation are briefly discussed. The present work can be seen as a primer for a broad audience
interested in the theoretical and experimental aspects related to research in the field of strongly
correlated electronic systems, being the so-called molecular metals particularly relevant in the
exploration of such phenomena.

Keywords: Strongly correlated electronic systems, Hubbard model, Mott metal-insulator
transition, molecular metals.

I. INTRODUGCAO

pratos) [8] e metais moleculares [9, 10], bem como a des-

O entendimento e a descricao téorica do comporta-
mento coletivo da matéria constitui um desafio e um dos
tépicos atuais de maior interesse no campo da Fisica da
Matéria Condensada [1, 2]. Dentro de uma perspectiva
histérica, as novas fases da matéria descobertas a partir
do inicio do século passado - proeminentes exemplos in-
cluem supercondutividade [3], superfluidez [4, 5] e a con-
densacdo de Bose-Einstein [6] - serviram como base para
o surgimento de um novo e ativo campo de pesquisa fun-
damental: sistemas fortemente correlacionados. Em se
tratando de sistemas de elétrons, com a descoberta nas
ultimas décadas de supercondutividade em sistemas de
férmions pesados [7], 6xidos de cobre (os chamados cu-

coberta do efeito de magnetoresisténcia colossal [11, 12],
tornou-se evidente que formas espetaculares de compor-
tamentos coletivos emergem em sistemas eletronicos for-
temente correlacionados. Por exemplo, quando a ener-
gia de interacdo coulombiana U entre elétrons no mesmo
sitio em uma rede cristalina é comparéavel a largura da
banda de energia W dos chamados estados de Bloch, uma
fase chamada de isolante de Mott pode ser realizada [13].
Neste caso, um material que deveria ser um metal, se
torna um isolante devido a interacdo coulombiana. Em
termos simples, U pode ser visto como a energia neces-
saria a ser “paga” para dois elétrons ocuparem o mesmo
sitio da rede cristalina obedecendo o principio da exclusao
de Pauli [14, 15]. De uma forma geral, em tais sistemas,
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a competicao entre os graus de liberdade de carga, spin,
rede e, em alguns casos orbital, di origem a riquissimos
diagramas de fases [10, 15-18]. Aqui merece destaque a
emergéncia em alguns sistemas de uma fase supercondu-
tora a partir de uma fase isolante de Mott [13] ao se apli-
car pressao hidrostatica ou via substituicao do chamado
contra-anion!, como pode ser observado em condutores
moleculares [19], conforme a Fig. 1, e supercondutores de
altas temperaturas (os cupratos) via dopagem [20].

Uma questao fundamental e ainda nao respondida é:
qual o mecanismo fisico responsavel pela manifestacao
de supercondutividade a partir de uma fase isolante de
Mott? Em outras palavras, do ponto de vista micros-
copico, é altamente desejavel entender como e se a es-
trutura cristalina é alterada neste regime, bem como o
papel desempenhado pelo efeito de forte correlacdo ele-
tronica para a manifestagao de supercondutividade a par-
tir de uma fase isolante de Mott. Muito esforgo tem sido
empregado tanto do ponto de vista tedrico quanto ex-
perimental para explorar o mecanismo responsavel pelo
aparecimento dessa fase supercondutora [26]. Ao aplicar
pressao hidrostatica nesses sistemas, a razao entre U e
W ¢é alterada, o que d& origem a uma transicdo metal-
isolante (MI) de Mott [27], sendo o sistema V303 dopado
com Cr o sistema protétipo de tal transicdo [28]. Em ou-
tras palavras, sob pressdo aplicada, a distancia entre os
atomos é alterada e como consequéncia, a sobreposicao
dos orbitais é aumentada e o sistema se torna metélico,
ou seja, os elétrons passam a assumir um carater itine-
rante.

Foi reportado na literatura que quando os elétrons se
localizam e a fase isolante de Mott se estabelece, a rede
cristalina se expande levemente [22], evidenciando o im-
portante papel desempenhado pelos graus de liberdade
da rede cristalina na estabilizagdo da transicdo de Mott.
Ainda, foi reportado por alguns de nés que no verge da
transicio MI de Mott uma coexisténcia de fases entra
em cena, onde “pocas” metalicas emergem na matriz iso-
lante, ou vice-versa [22, 27]. Neste regime, a dindmica
do sistema é reduzida e as “pogas” metalicas se encon-
tram distribuidas espacialmente de forma randémica le-
vando a manifestacido de uma fase eletronica do tipo Grif-
fiths [27, 29-31]. Neste contexto, metais moleculares, por
exemplo, oferecem oportunidades excepcionais de explo-
racao de diversos fenomenos eletronicos fortemente cor-
relacionados, dentre eles a transicio MI de Mott, a ins-
tabilidade do gas de elétrons em uma dimensao devido
ao forte acoplamento elétron-fénon, conhecida como ins-
tabilidade de Peierls [32, 33], e a fase de carga ordenada,

1 Vale mencionar neste ponto que um contra-anion é um cétion
(um fon com carga positiva) que acompanha um anion (um fon
com carga negativa) para manter a neutralidade elétrica. O
termo contra-anion é utilizado para o caso do NaCl onde Nat é o
cation e C1~ o contra-anion. Desta forma, a molécula TMTTF+
e os contra-anions, como por exemplo, PFg~ ou SbFg~ [Fig.1
a)], desempenham os papéis do Nat e do Cl~, respectivamente.
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Figura 1. a) Diagrama de fases esquemadtico temperatura T ver-
sus pressdo P dos sais de Fabre-Bechgaard [16]. As setas verti-
cais representam a posicdo dos sistemas moleculares das familias
(TMTTF)2X e (TMTSF)2X em pressdo ambiente, onde TMTTF
se refere a molécula tetratilmetiltetratiafulvaleno e TMTSF a te-
tratilmetiltetraselenafulvaleno. As fases indicadas sdo: carga orde-
nada, spin-Peierls, antiferromagnética (AFM), onda de densidade
de spin e supercondutora. As linhas tracejadas representam um
crossover (mudanca de regime) entre 1, 2 e 3D. b) Diagrama de fa-
ses esquematico T' versus P o« W/U, onde W é a largura de banda
e U a energia de repulsdo coulombiana, dos sistemas moleculares da
familia k-(BEDT-TTF)2X, onde BEDT-TTF se refere a molécula
bisetilenoditio-tetratiafulvaleno, X é um contra-anion monovalente
e T* se refere a temperatura de crossover (linha pontilhada) entre
as fases isolante paramagnética e metélica. A linha de transigao
de fase de primeira ordem (cor preta) que termina em um ponto
critico de segunda ordem em (Py,Tp) também é mostrada [21, 22].
Figuras adaptadas com base nas Refs. [23] e [24]. A estrela na cor
branca indica o estado fundamental em pressdo ambiente e T' =
0K [25].

conforme as Refs. [15, 16] e aquelas ali citadas. Em se tra-
tando de supercondutores, materiais que conduzem ele-
tricidade sem a dissipagdo de energia por efeito Joule [34],
a observacgao de supercondutividade em ligas nas quais o
elemento Ferro faz parte de sua composicao quimica é in-
trigante [35], uma vez que uma descrigdo do mecanismo
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de emparelhamento baseado na teoria BCS [36], a ser dis-
cutida na SecaoIV A, nos diz que a formagdo de triple-
tos, associados aos momentos magnéticos dos elétrons 3d
dos dtomos de Fe, aniquilaria os pares de Cooper. No en-
tanto, aqui convém destacar que ferromagnetos supercon-
dutores sdo conhecidos na literatura [37]. Convém des-
tacar que continuamente novos supercondutores, como
por exemplo supercondutividade sob condi¢bes extremas
em hidratos [38], bem como novas formas de manifesta-
¢Oes exdticas da matéria, como isolantes topolégicos [39],
altermagnetismo [40], piezomagnetismo [41], sdo reporta-
das na literatura. Outro sistema que merece destaque é
o twisted bilayer graphene (TBG), ou grafeno bi-camada
torcido. Neste sistema, quando o dngulo de torcdo entre
as duas camadas se aproxima do angulo magico 6 ~ 1,1°
esses materiais apresentam fascinantes fases da matéria
como uma fase isolante correlacionada e uma fase super-
condutora [42]. Ainda, diversos algoritmos de inteligén-
cia artifical vém sendo utilizados atualmente no contexto
de sistemas eletronicos fortemente correlacionados [43],
os quais podem facilitar calculos de primeiros principios
para tais sistemas do ponto de vista de processamento
computacional.

Dentro do contexto exposto acima, este artigo tem
como objetivo a introdugao e discussao dos conceitos fun-
damentais no campo dos sistemas eletronicos fortemente
correlacionados de forma compreensivel, visto que o ob-
jetivo é tornar tais conceitos acessiveis para iniciantes
neste campo. Sob esta perspectiva, escrevemos o pre-
sente trabalho de maneira pedagdgica e em Portugués,
visando alcancar um publico amplo. Vale ressaltar que,
no nosso entendimento, ao se estudar tais topicos utili-
zando os livros classicos de Fisica do Estado Sélido mui-
tas vezes dificuldades na compreensao podem surgir de-
vido & complexidade inerente dos contetidos trabalhados.
Dito isso, a presente contribuicao também tem como ob-
jetivo democratizar o acesso a tais conteudos. Este artigo
é organizado da seguinte forma: apds esta breve Intro-
ducao, na Secdo IT sdo discutidos os conceitos fundamen-
tais acerca de alguns dos modelos bésicos na Fisica do
Estado Sélido, como o gas de elétrons, o modelo do elé-
tron quase livre, o modelo da ligacao forte, e o liquido
de Fermi, bem como uma breve discussao sobre a nota-
¢do de Dirac, o teorema de Bloch e o método da combi-
nacao linear de orbitais atémicos. Na SecaoIll é apre-
sentada uma discussido sobre a fase isolante de Mott e
na sequéncia o modelo de Hubbard é introduzido junta-
mente com uma breve revisdo a respeito dos operadores
de segunda quantizacio a e a' para o caso do oscilador
harmoénico quéntico, os quais sdo posteriormente esten-
didos para o contexto de férmions. Logo em seguida, a
diagonalizagdo exata do Hamiltoniano de Hubbard para
o caso do dimero de Mott é apresentada de forma deta-
lhada e a versdo quantica do pardmetro de Griineisen é
calculada para este caso, seguido de uma discussao so-
bre os resultados obtidos. Na SecaolIV alguns modelos
tedricos bem estabelecidos, utilizados em tépicos atuais
de pesquisa, tais como os modelos de Fermi-Hubbard,

Bose-Fermi-Hubbard, Anderson de uma impureza, Su-
Schrieffer-Heeger, t-J e RVB, bem como a teoria BCS,
a teoria do funcional da densidade, a teoria do campo
médio dindmico (DMFT) e a aproximacao GW séo apre-
sentadas. Ja na SecaoV, métodos experimentais para se
explorar fendmenos eletronicos fortemente correlaciona-
dos sao discutidos. Por fim, conclusbes e perspectivas sao
entdo apresentadas na Secao VI.

II. MODELOS TEORICOS B_ASICOS NA Fisica
DO ESTADO SOLIDO

Antes de discutir tépicos mais avancados, revisitamos
nesta Secdo aspectos béasicos e introdutérios em uma
perspectiva pedagbgica. Neste ponto, merecem desta-
que os livros classicos sobre Fisica do Estado Solido e
temas relacionados com os topicos aqui discutidos para
aprofundamento [2, 32, 33, 44-56].

A. Elétrons nao interagentes: o gas de elétrons de
Fermi

Antes de iniciarmos esta Se¢do, vale mencionar que
apenas um ano antes da publicacdo do trabalho sobre o
gas de elétrons por Enrico Fermi (1901 — 1954), Werner
Heisenberg (1901 — 1976) havia publicado seu trabalho
seminal conhecido como Umdeutung (do Alem&o: rein-
terpretacdo), o qual se tornaria a base para o principio
da incerteza [57]. Em suma, no comego do século XX
grandes avangos foram realizados no campo da Mecanica
Quéntica. O modelo do gas de elétrons é fundamental
para se estudar propriedades fisicas de metais, os quais
sdo aqueles materiais que apresentam elétrons livres [58].
Tal modelo pode ser interpretado considerando que as
particulas livres (elétrons) estejam confinadas em uma
“caixa” (célula unitaria) de volume v = L3 sendo L o
comprimento da aresta da caixa. Obviamente, como os
elétrons sdo considerados livres, nao ha nenhum tipo de
espalhamento envolvido. Para o cdlculo das energias Fy
associadas ao elétron livre, a equagdo de Schrodinger em
trés dimensodes ¢é utilizada, como segue

I e F) = Eptbi (7 1
—%V Vi (1) = Bt (), (1)

onde h é a constante de Planck dividida por 2w, m a
massa do elétron, V2 = (82/92%) + (8%/0y?) + (82 /02?)
o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas, ¥y a
funcdo de onda do elétron, k o médulo do vetor de onda
e 7= 14 y] + zk o vetor posicdo em coordenadas carte-
sianas. Em suma, estamos tratando o problema de uma
particula, visto que o gas é nao interagente. A funcao de
onda do elétron livre pode ser escrita em termos de uma
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funcao de onda plana, leia-se

T/Jk(if, Y, Z) = 1/1061%'F = %o
— et i) i)

= Yor (@) Yk (y)Yr(2). (2)

Merece ser destacado o fato de que o conceito de funcao
de onda como base da Mecéanica Quéntica é tema sob
intenso debate desde a sua proposta, conforme destacado
por Einstein, Podolsky e Rosen [59]. Por defini¢do, uma

ei(kla:+kyy+kzz)

onda plana é aquela que apresenta fase (E -7) e amplitude
(1)0) constantes para um dado plano de referéncia [58].

Antes de prosseguirmos, uma pergunta natural surge:
por que podemos representar o elétron por uma funcéo de
onda plana? Para respondermos tal questdo precisamos
recorrer ao celebrado trabalho de Thomas Young (1773
- 1829), o qual demonstrou experimentalmente o cara-
ter ondulatério da luz através da observacdo de franjas
de interferéncia [60]. Posteriormente, Louis de Broglie
(1892 - 1987) propds a ideia de que particulas massivas
poderiam ser “tratadas” como ondas [61], a chamada du-
alidade onda-particula. Fica justificado assim o uso de
uma solucdo baseada na funcdo de onda plana para o
elétron livre na equagao de Schrodinger. Prosseguindo, a
func¢do de onda para o elétron livre deve satisfazer a cha-
mada condi¢ao de contorno de Born-von Karman: como
estamos lidando com um gas de Fermi, ou seja, um metal,
os elétrons devem possuir carater itinerante e portanto a
funcéo de onda que descreve o elétron livre deve ser pe-
riédica com periodo dado por L [51, 53]. Tal condicao
de contorno pode ser representada matematicamente da
seguinte forma

wk(xv Y,z + L) = wk(xv Y, 2)7
Tﬁk(x,y-i-L,Z) :wk(x7yvz)7 (3>
¢k($ + La Y, Z) = 1/%(5177 Y, Z)

Visando  determinar  Ej, precisamos  calcular

V2 (x,y,2) para posteriormente inserir o mesmo
na Eq.1. Fazendo a primeira e a segunda derivada de
Vi (z,y, z) em relagdo a x, temos

0 I

¢k(33, Y, Z) woikmez(kquﬁ-kyyﬁ-kzz)’ (4)
821/%(95’1/»2) 2 _i(kew+kyy+k.z
— = —tpok2eikamthyythaz) (5)

O mesmo raciocinio pode ser empregado para calcular as
derivadas em relagdo as coordenadas cartesianas y e z.
Portanto, substituindo 1 e suas derivadas com respeito
ax,y e zna Eq.1 e simplificando, obtemos

h2
%(kz + k2 + k2) = Ex. (6)

Desta forma, as auto-energias Fj sdo

h%k?
E, =

; (7)

2m

onde
k? = k% +k,° + k.2 (8)

Perceba que a Eq.6 representa a equagao de uma es-
fera em coordenadas cartesianas, a chamada esfera de
Fermi [51]. Note que para um dado k, teremos uma auto-
energia Fj, correspondente. Analisando apenas a compo-
nente = da funcio de onda, ¥ (z) = 1pe?*=*, conforme a
Eq. 2, utilizamos a condi¢ao de normalizacao para deter-
minar g [44, 62]

L L ) )
/ () 2 = / (oe= =) (oeeVda = 1, (9)
0 0

o que leva a

1
¢3L:1:,¢0:\—E. (10)

Desta forma, para a componente x de 1 temos que

1 .
Yip(z) = —=e'F=. 11
()= (1)
Analogamente, o mesmo deve ser feito para as compo-
nentes y e z. Assim, considerando as componentes de
normalizadas e inserindo-as na Eq. 2, ¥ (x,y,2) é dada
por

Yr(z,y,2) = \/?e 7

Utilizando a condig¢ao de contorno de Born-von Karman,
dada pela Eq. 3, e aplicando-a apenas para a componente
x, temos

i(kzx+kyy+k _ ilke (z+L)+kyy+k
woe (ks yY 2%) — woel[  ( ) yY zZ]7
— tkyx jiky L jikyy tk.z
— woe 2 X othals o yye z ,
_ Zboel(kl'erknyrkzz)eZkIL. (13)

Simplificando os termos que se repetem em ambos os la-
dos da Eq. 13, obtemos

1 = ¢kl (14)

Aplicando o mesmo raciocinio para as demais componen-
tes, leia-se y e z, ficamos com [44]

eikmL — eikyL = eikzL =1. (15)

Utilizando a relacdo de Euler e'¥ = cosp + isenyp, a
Eq. 14 pode ser reescrita da seguinte forma

eikZL — COS(k;EL) + Zsen(kibL) = ]_, (16)

Para que a relacdo dada na Eq. 16 seja consistente, k,
deve ser um ndmero inteiro miltiplo de 27 /L, pois neste
caso cos(kzL) = 1 e sen(kyL) = 0, de modo que fica
evidente que tal condigao é imprescindivel para a validade
da Eq. 16, ou seja, temos que [44]

_ 2mmy,

ky = T (17)
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onde m, é um numero inteiro. A mesma linha de racio-
cinio deve ser empregada para a obtengao das expressoes
para k, e k., as quais sdo dadas por [44]

2mmy,

ky = T (18)
2mm.,,
k, = 7 (19)

onde m, e m, sdo também numeros inteiros. Tal ana-
lise nos permite concluir que o elétron nao pode assumir
valores de k arbitrarios e que o vetor de onda k do elé-
tron é quantizado [44]. Em outras palavras, como k de-
pende de Ej e vice-versa, conforme a Eq.7, a energia s6
pode assumir valores discretos especificos. Assim, pode-
mos dizer com tranquilidade que os elétrons tém energia
quantizada. Considerando este sistema, podemos calcu-
lar grandezas termodinamicas associadas.

No que segue, sera calculada passo a passo a contribui-
¢ao eletronica para o calor especifico a volume v constante

Cy.er [51]
o aUel
Cu,el - ( T )Ua (20)

onde Uy, se refere a energia interna do gas de elétrons e T'
a temperatura. Note que a Eq. 20 é obtida considerando
as expressoes diferenciais para as fungoes de estado a v
constante [63]. Quando aumentamos T do gés de elé-
trons, a partir de T' = 0 K, temos que a variacao da ener-
gia interna do gds serd dada por AUy = [U(T) — U(0)].
Conforme discutiremos a seguir, para obtermos Uy, pre-
cisamos considerar as contribuicbes para a energia Fj
seguindo as regras de quantizacdo discutidas anterior-
mente, a densidade de estados acessiveis e também a pro-
babilidade de ocupacao de tais estados. Em outras pala-
vras, U,; depende da energia de cada estado, de quantos
estados sdo acessiveis para o elétron e também da pro-
babilidade dos elétrons ocuparem tais niveis de energia.
Podemos entédo calcular AU,; da seguinte forma [51]

AU, = [U(T) - U(T = 0K)] = /ODO ED(Ey) f(Ex, T)dEy

Er
— / EkD(Ek)dEk,
0

(21)
onde D(Ey) = (dN/dEy)r é a densidade de estados para
uma dada energia, N o ntimero de elétrons e f(Ej,T)
a distribui¢do de Fermi-Dirac. Tal func¢do quantifica a
probabilidade dos elétrons ocuparem um dado nivel de

energia associado a Ej em uma certa temperatura T,
sendo f(E,T) definida como [51]

1

f(Ek‘uT) = [e(Ekf,u)/k?BT + 1]7

(22)

onde pu é o potencial quimico, sendo = Frem T = 0K
[61], Er a energia de Fermi e kp a constante de Boltz-
mann. Note que o primeiro termo do lado direito da
Eq. 21 incorpora a dependéncia da energia interna com

a temperatura em todo o intervalo de energia, sendo go-
vernada por f(Ej,T) [51]. J& o segundo termo do lado
direito da Eq.21 estd associado a contribuicdo para a
energia interna dos elétrons em 7" = 0K [51]. No que
segue, utilizaremos varios recursos matematicos para a
obtencdo de C,, ; para o gas de Fermi. Inicialmente, con-
vém mencionar que podemos calcular N considerando os
niveis de energia acessiveis e como os elétrons os ocupam,
ou seja [51]

N = /OO D(Ey)f(Ey, T)dE. (23)
0

Note que de acordo com a Eq.23, o nimero de elétrons
é conservado e a ocupacao dos niveis de energia a uma
dada temperatura é governada por f(E}),T'), conforme a
Eq.22. Neste ponto, uma questao natural surge: qual
o significado fisico do potencial quimico uma vez que N
é conservado? Resposta: p quantifica a variagdo de Uy
quando os elétrons se “reorganizam” nos varios niveis de
energia acessiveis, obedecendo os preceitos da Mecanica
Quéntica, ao variar T [51]. A introdugdo de u estd associ-
ada a descrigao de um sistema fisico no corpo do chamado
“Ensemble Grand-Canonico” da Mecanica Estatistica, o
qual incorpora tanto a variagdo da energia quanto do ni-
mero de particulas que entram ou saem do sistema [64].
Porém, conforme mencionado anteriormente, no caso pre-
sente N é conservado. Em T = 0K, o nivel méximo de
energia é o nivel de Fermi, sendo f(Fj,T) uma fungio do
tipo degrau para este caso, a ser discutida em detalhes
na Se¢doIID, e f(E; < Ep,T =0K) =1 [51], sendo N
neste regime dado por

Efr
N = D(Ey)dEy, (24)
0
justificando assim os limites da integral de 0 até Ep na
Eq.24. Igualando as Eqgs. 23 e 24 devido ao fato de que
o numero total de elétrons é conservado e multiplicando
ambos os lados por Er temos

oo Er

/ ErD(Ey)f(Ex, T)dE), = ErD(E)dEy. (25)
0 0

“Reescrevendo” a integral do lado esquerdo da Eq.25,

obtemos [51]

00 Ep
/ EpD(Ey) f(Ey, T)dE), = EpD(E},) f(Ey, T)dE},
0 0

+ EpD(Ey)f(Ey,T)dE}.

Er
(26)
Reescrevendo também o primeiro termo do lado direito
da Eq. 21, temos

Er
AUy = ExD(Ey) f(Ey, T)dE}y
0
L) Er
+ EkD(Ek)f(Ek,T)dEk —
Erp 0

ED(Ey)dE.
(27)
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No que segue, empregaremos alguns recursos matema-
ticos com o intuito de facilitar a solucdo da integral
na Eq.27. Logo, adicionamos e subtraimos o termo

fOEF ErD(EL)dEx no lado direito da Eq.27, de forma
que obtemos a seguinte expressao

Er
AU = EkD(Ek)f(Ek,T)dEk

0

oo Er
E 0
;F EF
+ EFD<Ek)dEk -
0 0

EpD(Ey)dE),.

(28)
Substituindo a Eq. 25 no dltimo termo do lado direito da
Eq. 28 e fazendo uso da Eq. 26, a Eq. 28 pode ser escrita
como

Er
AU, = / ExD(Ey) f(Ex, T)dEx
0

e’} Er
+ / EkD(Ek)f(Ek,T)dEk — EkD(Ek)dEk

FEp 0
EF EF
+ EFD(Ek)dEk — EFD(Ek)f(Ek,T)dEk
0 0
— | EpD(E)f(Ey T)dE;.
Er

(29)
Agrupando os termos na Eq. 29 cujas integrais possuem
limites de integragdo de 0 até Ep, bem como os demais
termos cujos limites de integracao sao de Er até oo, te-
mos

Er
AU, = i D(E)[Enf(Ex,T) — Ey + Ep
— Epf(Ey, T)|dE}, (30)
+/ (Ex — Ep)D(Ey) f(E, T)dE}.
Er

Rearranjando os termos do lado direito da Eq. 30

Efr
AUy = | D(Ey)[(Er — Ey)

— [(Ey, T)(Er — Ey)|dE}, (31)

+ /OO(Ek — Ep)D(Ey) f(Eg, T)dE,
Er

0 que nos leva a

AUw= [ DED(Er — B[ - f(Br, T)|dE,
0 (32)
+/ (Ey, — Er)D(ER) f(Ey, T)dE}.
Er

Note que o termo [1 — f(F,T)] na primeira integral da
Eq. 32 se refere a probabilidade de um elétron ser re-
movido de um nivel de energia E}, enquanto o termo

f(Eg, T)D(E)dE} na segunda integral estd associado ao
numero de elétrons que ocupam estados na faixa de ener-
gia dEj com energia Ej, [51]. Como o tdnico termo que
depende de T' na Eq.32 é f(Ey,T), Cy.e é dado por

8f(Ek’ T)

S dEe. (33)

Cv,el = / D(Ek)(Ek - EF)
0

Perceba que a integral da Eq. 33 incorpora um certo grau
de complexidade matematica, visto que mesmo conhe-
cendo a expressao para D(Ey), a solucdo da integral é
ndo-trivial. Ocorre que somente os elétrons préoximos ao
nivel de Fermi serao excitados termicamente e entao con-
tribuirdo para C, ¢, conforme a discussdo na Secao IID.
Logo, a Eq. 33 se reduz a

Of (Ey,T)

SrdB. (34)

cuﬁleaD<EF>j/ (Ew — Er)
0

O sinal = foi utilizado aqui de forma proposital pois con-
sideramos D(Fy) = D(EFr), o que nos permitiu remover
tal termo da integral na Eq.34. Como estamos consi-
derando o regime kT <« Ep, podemos desconsiderar o
efeito da temperatura em p, de modo que podemos subs-
tituir u por Er na Eq.22 [51]. Neste contexto, %
é dado por

of(Ey,T) 0 1
or OT | ™ 1]
(Bp—Ep)
(EkaF) 6[ kpT ]

el ®T 141

Empregando a mudanca de varidvel © = (Ey, — Er)/kgT
e dE), = kgTdz no calculo da integral da Eq. 34, temos
que para Ey, - 00 = - coepara B, - 0= 2 —
—FEr/kpT. Assim, podemos reescrever a integral dada
na Eq. 34 como

o'} T
2 €

x de. (36)

Ov,el = kBQTD(EF) /
—Erp/kT

Como estamos considerando o regime kT < Ep, o li-
mite inferior da integral na Eq.36 pode ser substituido

por —oo, pois limy_,o(—Er/kpT) = —oo, portanto [51]
et = kg’ TD(E 2 g
Cu.et = kp"TD( F)/_oox(e'”ﬂLl)Qx (37)

A integral na Eq. 37 possui um resultado analitico conhe-
cido, sendo dado por [51]

[e%s} T 2
5 € oo
/wf@uuy“3~ (38)
Portanto, C, ¢; é dado por

2
Coet = k%TD(EF)%. (39)



SciELO Preprints - Este documento é um preprint e sua situagéo atual esta disponivel em: https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.12120

Esta expressao ainda precisa ser trabalhada para termos
a expressao final de C, ¢;. Em suma, precisamos calcu-
lar a densidade de estados no nivel de Fermi, ou seja,
D(Er) = (dN/dEF). Para tal, precisamos da expressao
de N(EF), a qual deduziremos no que segue. Com base
na Eq. 8, podemos definir o conceito do volume da esfera
de Fermi vg, dado por

vp = %Tl'k‘%, (40)
onde kr é o vetor de onda de Fermi. Além disso, como
os valores de k na esfera de Fermi sdo quantizados em
termos de niimeros inteiros, temos que o menor valor que
0s mesmos podem assumir sdo m, = my = m, = 1,
conforme as Eqs. 17 e 19. Neste contexto, o menor vo-
lume dentro da esfera de Fermi ¢ dado por (27/L)3 [51].
Assim, podemos determinar o nimero total de elétrons
que ocupam os niveis de energia até o nivel de Fermi, da
forma

(4/3)mk3, 4k L3kE vk
N =2 e e SR 1)
(2w /L) 385 3 3

sendo o fator 2 devido ao fato de que apenas dois elé-
trons, com spins opostos, podem ocupar o mesmo nivel
de energia de acordo com o principio da exclusao de Pauli.
Reescrevendo kp em termos de Ep, conforme a Eq. 7, te-
mos

3 3/2
N:ﬁ:#(zﬁf‘v) . (42)
Derivando a Eq.42 em relacao a Er, obtemos
N
kp?
3/2
D(Er) = # (Q;n) Ep*? %Ep*l = % = 2;;\;%7
(43)

onde T é a temperatura de Fermi e Er = kgTr. Subs-
tituindo a Eq. 43 na Eq. 39 e fazendo simplificagoes, Cy ¢
¢ dado por [51]

2
T
Cv,el = %Niji

™ (44)

O resultado da Eq.44 nos mostra que para T — 0K =
Cy,e1 — 0 e contrasta com a proposta classica de Dulong-
Petit onde o calor especifico é dado por 3Nkp [65], ou
seja, independente de T'. A Eq. 44 pode ser vista como a
“cereja do bolo” para o gis de Fermi. Note que, con-
forme mencionado anteriormente, C, .; refere-se apenas
a contribuigdo eletrénica para o calor especifico. Ocorre
que em sélidos os atomos nao localizados em posigoes fi-
xas, mas sim “vibram” coletivamente em torno de suas
posicoes de equilibrio, sendo tais vibragoes coletivas defi-
nidas como um quantum da energia de vibragao, denomi-
nado fénon [44, 52]. Se considerarmos também a contri-
buigao fononica, no regime T' < Tr e também menor do

que a chamada temperatura de Debye [51], a expressao
para C,, é dada por [44]

Cy, =~T + BT?, (45)
onde 7 é o coeficiente de Sommerfeld e § um parametro
que depende da temperatura de Debye do sistema. O
primeiro termo do lado direito da Eq.45 diz respeito a
contribuicao eletrénica para C,, conforme a Eq. 44, en-
quanto que o segundo termo se refere & contribuicao fo-
noénica. Considerando o regime no qual o termo 71 é do-
minante em relacdo ao termo ST3, ficamos com C,, = T,
sendo C, dado pela Eq. 39, de forma que [44]

™

2
v = —D(Ep)kg.

_ (46)

Substituindo a Eq.41 na Eq.43 e considerando Erp =
kpTr, ficamos com

3
vky

(47)

Fazendo uso da Eq. 7, a Eq. 47 pode ser reescrita como

vk3 vkrm
D(Ep) = £ = . 48
B C R
Substituindo a Eq. 48 na Eq. 46, temos
vmk
N = 7371; kg2, (49)

Como v, h?, kp® e kp sdo constantes, podemos entdo
inferir que v « m, ou seja, um aumento em -y esta di-
retamente associado a um aumento na massa efetiva do
elétron. E reportado na literatura alguns valores obtidos
empiricamente para -y, como por exemplo, para o Al, Cue
Fe, temos v igual a 1,35; 0,69 e 4,98 mJmol 'K ~2, respec-
tivamente [51]. Neste contexto, merece destaque o fato
de que uma determinada classe de materiais, os chama-
dos férmions pesados, apresenta valores de v muito mai-
ores do que o esperado de acordo com o modelo do gés de
Fermi [44, 51]. Um celebrado exemplo ¢ o férmion pesado
supercondutor CeCuySiz, para o qual v ~ 1 Jmol K2
[7]. Vale ressaltar neste ponto que o entendimento da
intricada relacdo entre uma massa efetiva cerca de 1.000
vezes maior do que aquela do elétron livre e o fen6meno
de supercondutividade constitui topico atual de pesquisa
[66]. No que segue, apresentamos uma breve discussao
fisica sobre os modelos do elétron quase livre e de ligagao
forte.

B. Indo além da formulagdo de elétrons nao
interagentes: o modelo do elétron quase livre

A discussdo apresentada a seguir é baseada nas
Refs. [51, 67]. O modelo do elétron quase livre é apropri-
ado para descrever o comportamento de materiais cujos
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elétrons ainda sao itinerantes mas fracamente perturba-
dos pelo potencial peridédico associado ao ntcleo dos ato-
mos em um sélido [52]. Ocorre que a prépria distribuicao
eletronica destes materiais fornece um modo de visualizar
tal modelo. Tomemos, por exemplo, um metal alcalino
como o Litio, um elemento quimico com trés elétrons [51].
Com base na distribuicao eletronica de Pauli, o Litio tem
a configuracéo 152 2s'. Isso quer dizer que a primeira ca-
mada (1s%) tem dois elétrons enquanto a segunda (2s')
apenas um elétron. De fato, apenas este elétron da se-
gunda camada ¢é itinerante e pode ser tratado a luz do
modelo do elétron quase livre. Por completeza, convém
mencionar que a camada eletrénica mais externa é deno-
minada camada de valéncia. Os elétrons ocupando cama-
das mais internas estao mais fortemente ligados ao niicleo
e nao ¢é apropriado descrever seu comportamento com o
modelo do elétron quase livre. Estes elétrons, juntamente
com o niicleo, compdem o chamado core ou “caroco” do
4tomo e sao responsaveis pelo efeito conhecido como scre-
ening (blindagem) [45]. Podemos entender este efeito em
termos de atracao e repulsao de cargas. Sabemos que o
nucleo é composto de prétons e néutrons, sendo eletrica-
mente positivo, enquanto o elétron possui carga elétrica
negativa. Portanto, o nicleo atrai os elétrons do atomo.
Entretanto, se pensarmos no caso do Litio, com seus trés
elétrons 1s2 2s!, duas coisas devem ser lembradas: i) a
nuvem eletroénica da camada 1s? estd, em média, mais
préxima do nucleo, por isso sofre uma atragdo coulom-
biana mais intensa; ii) os elétrons da camada 1s? estdo
entre o nicleo e o elétron da camada 2s'. Desta forma,
o elétron 2s' é atraido pelo niicleo, mas repelido pelos
elétrons da camada 1s2. Entretanto, o efeito de tal forca
repulsiva diminui a interacao entre o elétron na camada
2s! e o nicleo. Este é o efeito de blindagem que em um
sélido pode resultar em um pequeno potencial periédico
elétron-nicleo, tornando possivel o uso do modelo de elé-
tron quase livre. Essa interacao elétron-nicleo dé origem
a “faixas” de energia especificas que o elétron pode ocu-
par, as chamadas bandas de energia [51].

No caso de semicondutores, entre as bandas de energia
acessiveis ao elétron existem as chamadas bandas pro-
ibidas, que nada mais sdo que “faixas” de energia nao
acessiveis para o elétron. Essencialmente, este modelo
consiste em considerar a solucdo do gas de elétrons e fa-
zer um calculo de perturbacdo nas auto-energias devido
ao potencial nuclear. Detalhes sobre a teoria de pertur-
bacao sdo descritos, por exemplo, na Ref. [62]. Embora,
a priori, o modelo seja muito simples, excelentes resulta-
dos s@o obtidos para os elementos das familias I, I, IT1
e IV da tabela periédica [44].

C. “Atacando” isolantes elétricos: o modelo da
ligacao forte

Em contraste com o modelo do elétron quase livre, o
modelo da ligacao forte consiste em considerar um po-
tencial de interagdo expressivo entre o elétron e nicleo.

Este modelo é aplicavel quando o elétron se encontra em
carater “localizado”, ou seja, fortemente ligado ao ntcleo
como ¢é o caso de um isolante elétrico. Antes de discutir-
mos o modelo da ligacdo forte, apresentamos uma breve
revisao sobre alguns topicos relacionados ao tema, como
a notagdo de Dirac, o teorema de Bloch e o método da
combinacao linear de orbitais atémicos.

1. Breve discussao sobre a famosa notagdo de Dirac

Em Mecanica Quantica, utilizando a notacao de Di-
rac, os estados de um sistema sdo descritos em termos
de vetores complexos chamados kets [68, 69], os quais
pertencem ao chamado espago de Hilbert e sdo denota-
dos, por exemplo, por um auto-vetor genérico |a), onde
a pode estar associado a uma funcao de onda, um auto-
vetor ou uma combinacao linear de estados, dependendo
do caso de estudo [70]. Os kets incorporam a informacao
fisica necessaria para se descrever um sistema, podendo
representar, por exemplo, a proje¢ao do spin S, como |+)
ou |—) [68]. Por se tratarem de vetores, os kets obedecem
as mesmas regras definidas para vetores no contexto de
algebra linear [71]. Deste modo, podemos escrever um
ket como uma combinagao linear de outros vetores que
sao linearmente independentes entre si [71]

|y = ar]on) + az|ag) + ... (50)

onde a; sdo numeros complexos. Assim, podemos repre-
sentar os estados |a;) em termos de vetores coluna da
seguinte forma [68]

1 0 0
0 1 0

oy =ar | O +as | O+ +an [ O], (51)
0 0 1

onde cada matriz coluna estd associada a um estado dis-
tinto no espago de Hilbert. Com base na Eq. 51, se torna
evidente que os kets sdo vetores complexos. Desta forma,
podemos definir seu transposto conjugado, os chamados
bras («| [68], os quais representam os vetores linha. Po-
demos entao definir a operagao produto interno, a qual é
dada pelo produto entre um bra e um ket [68]

(ala) = aja; +ajas + ... =1, (52)

onde a;* representa o complexo conjugado de a;. B im-
portante ressaltar que (a|a) = 1 somente ao considerar
a versdo normalizada de |a) [68]. A Eq. 52 nos dé o com-
primento, ou seja, a norma, do auto-vetor |«) no espago
de Hilbert. De maneira andloga, podemos calcular o pro-
duto interno entre dois vetores distintos. Considerando
|B) = b1]B1) + ba|B2)..., sendo b; também ndmeros com-
plexos, o produto interno entre |a) e |3) é dado por [68]

(a]B) = aiby +asba + ... . (53)
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E importante ressaltar que os vetores que compdem um
espago vetorial, como por exemplo |a), sdo chamados de
elementos daquele espaco vetorial. A denominagao de
um espago vetorial como um espago de Hilbert se da
apenas se tal espago incorpora a propriedade de que o
produto interno entre seus vetores é sempre positivo, ou
seja, {aja) > 0 [68, 69]. Tal fato estd intimamente conec-
tado a interpretacdo probabilistica da Mecénica Quén-
tica, sendo a probabilidade sempre positiva [68]. Esta
breve discussdo sobre a notagdo de Dirac serd ampla-
mente utilizada na diagonalizagdo exata do dimero de
Mott, conforme a SecaoIIl A.

2. Sobre o teorema de Bloch: “modulando” a fung¢do de
onda plana

Ao analisar uma distribuicdo periddica de dtomos em
uma rede cristalina, ou seja, uma distribui¢ao peridédica
de potenciais do tipo Coulomb, Felix Bloch (1905 - 1983)
propos solugbes para a equacao de Schrodinger na pre-
senga de um potencial finito, as quais tem a forma [51]

Yr(F) = g, (e, (54)

onde ug(7) é uma funcdo periédica que “modula” a fun-
¢ao de onda plana para o elétron, a qual leva em conta o
potencial associado a rede cristalina [51]. Em outras pa-
lavras, uy(7) apresenta a mesma simetria de translacao
da rede cristalina uy,(7) = u,(7 4 T), onde T é o vetor
de translagdo da rede cristalina [51]. Em suma, o teo-
rema de Bloch nos diz que mesmo que o elétron “sinta”
um forte potencial atrativo associado a rede, o mesmo
se comporta quase como se ndo “enxergasse” os nucleos.

X

Figura 2. Funcdo de onda v wversus posigdo x considerando a
parte real de uma onda plana v, = €*? (linha vermelha) e da
mesma distorcida ¥, = uet*?® (linha azul) pela consideracdo da
fungdo ug no contexto do teorema de Bloch, a qual depende da
forma de uy.

Em outras palavras, os elétrons ainda podem ser descritos
como fungbes de onda plana, mas as mesmas sao modula-
das por ug, conforme a Fig. 2. Neste ponto, vale destacar
uma traducao livre das préprias palavras de Felix Bloch
acerca da génese de seu teorema [52]

“Quando comecei a pensar sobre isso, eu senti
que o maior problema era explicar como os
elétrons poderiam se esconder de todos os
ions de um metal para evitarem um livre ca-
minho médio da ordem das distincias atomi-
cas ... Por meio de uma andlise de Fourier
direta eu encontrei para minha alegria que a
onda se diferia da onda plana dos elétrons li-
vres apenas por uma modulacio periédica.”

E importante mencionar que a densidade de probabili-
dade de se encontrar um elétron em uma regidao do espaco
é dada por P, = ¢}, = |[¢/|?, onde 1} é o complexo
conjugado de ¢ que nada mais é do que ¥ com o si-
nal da parte imaginaria trocado, a qual deve satisfazer a
chamada condigdo de normalizacdo [51]

“+o0
[7 o (7) 2% = 1. (55)

A Eq.55 nos diz que a probabilidade de se encontrar o
elétron no intervalo de —oo a 400 € igual a 1, ou seja,
temos certeza que iremos encontrar o elétron no espago.
Vale destacar que ao se analisar |¢x|?> no ponto onde a
mesma é maxima para a onda plana, conforme a Fig. 2,
para o caso de uma func¢ao de onda no contexto do teo-
rema de Bloch ha uma distor¢do do maximo global que
da origem a méaximos e minimos locais. Em outras pa-
lavras, a consideracdo de uy em 1, afeta diretamente a
densidade de probabilidade associada ao elétron. Vale
ainda ressaltar que 3 deve ser complexa para que P,
(Eq. 55) seja real.

8. Um pequeno sumdrio sobre o método da combinacio
linear de orbitais atomicos (LCAO)

Consideremos uma situagao hipotética, o chamado Ge-
dankenezperiment (do Alemao: “experimento de pensa-
mento”) [72], na qual inicialmente dois 4tomos estdo iso-
lados, ou seja, separados por uma distancia de modo que
um “nao percebe o outro”. Tais 4tomos sao entao trazidos
préximos um do outro, de modo que uma sobreposi¢ao
entre seus respectivos orbitais atémicos entrara em cena.
Convém mencionar que um orbital atémico pode ser en-
tendido como a regidao do espago ao redor do niicleo na
qual existe uma probabilidade finita do elétron ser en-
contrado, analogamente ao mostrado na Se¢ao IV H para
os orbitais moleculares da molécula de benzeno. Con-
forme os 4tomos sao aproximados, novos niveis de energia
permitidos para os elétrons ocuparem emergem. Para o
célculo desses novos niveis de energia geralmente empre-
gamos o método da combinacdo linear de orbitais mole-
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culares [do Inglés: Linear Combination of Atomic Orbi-
tals (LCAO)], o qual consiste em expressar a fungdo de
onda para orbitais atomicos ¢y, ou seja, o estado de uma
tnica particula em termos de uma combinagao linear de
orbitais atomicos [51, 73]

or = Crjd(F —17), (56)

onde ; é o vetor posigdo do elétron no sitio j, o termo
C; representa uma funcdo do tipo Bloch dada por
Crj = N=V2eR7 [51] e (7 — 7}) o estado fundamental
de um elétron sob a acdo de um potencial de um atomo
isolado [51]. Uma das vantagens de se utilizar o método
de LCAO é que o mesmo permite a inclusdo de todos os
elétrons do problema ao longo dos célculos [73]. Apenas
para mencionar, existem algumas “variantes” do método
LCAO para o célculo das energias do sistema em ana-
lise, como por exemplo os orbitais do tipo Slater [74-76],
onde a parte radial da fungao de onda dos elétrons R,,;(r)
é dada por [73]

Ry(r) « P lemCmr (57)

onde 7 é a posicao espacial do elétron, n e [ o nimero
quéntico principal e azimutal, respectivamente, e (,; um
conjunto de base para o sistema [73].

4. Breve discussdo sobre o tight binding model

Com base no que foi discutido sobre a notagdo de Di-
rac, teorema de Bloch e LCAO, fazemos no que segue
uma breve discussdo sobre o modelo da ligagdo forte. Em
tal modelo, considera-se um atomo por célula unitaria
e que a “influéncia” de um dtomo no outro é pequena,
sendo o estado 9 de Bloch neste caso representado por
51]

—

V() = o1 S eplE - RB)o(F— B, (59)

onde N é o numero total de 4tomos, m um “rétulo” para
cada célula unitaria da rede cristalina e ﬁm um vetor da
rede. A Eq.58 é uma combinagdo linear das fungoes de
onda dos orbitais atomicos em todos os pontos da rede
cristalina, o qual garante a periodicidade da rede crista-
lina. Para encontrarmos a energia, temos que calcular
[51]

(PN = = 32 explif- 76| H1n). (59)

Note que o termo (G |H|¢n) serd “grande” se n e m
forem os mesmos, mas tal termo serd dramaticamente
reduzido se a separagdo entre os sitios aumentar. Desta
forma, se n e m forem primeiros vizinhos podemos escre-
ver

(G| H|bm) = —a, (60)
<¢m‘ﬁ|¢n> == (61)
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onde v é a energia de sobreposicao entre os orbitais ato-
micos e & = v* [51]. Note que o sinal negativo nas Eqgs. 60
e 61 se refere ao fato de que estamos considerando esta-
dos ligados ao “trazer” os atomos préximos entre si para
formar um cristal [51]. Note que Se n e m ndo corres-
ponderem a primeiros vizinhos [51]

(bm|H|pn) = 0. (62)

Desta forma, temos que [51]

—

Ey. = ($u(7)|H|w(7) = —a =7 Y exp(ik - Ky), (63)

sendo a soma apenas entre vizinhos mais préximos e R,
um vetor da rede que liga um atomo ao seu vizinho mais
préximo. A Eq.63 é de suma importancia pois representa
a origem fisica de uma banda de energia [51]. Para uma
estrutura cristalina cibica simples, os atomos vizinhos
estdo em R,, = (£a,0,0); (0,+a,0); (0,0, £a) [51], de
forma que

Er = —a — y[exp(+ikza) + exp(+ikya) + exp(+ik.a)).

(64)
Utilizando a bem conhecida identidade trigonométrica
e + e % = 2cos6, temos que a Eq.64 pode ser rees-
crita da forma

Er = —a — 2y (coskza + coskya + cosk,a). (65)

Perceba que para valores de ka < 1 = E, ~ —a —
67 + vk?a? e a massa efetiva do elétron é dada por
m* = h?/2va? de modo que, se a energia de sobreposicio
[do Inglés: overlap] dos orbitais 7 é reduzida, a banda se
torna mais estreita e a massa efetiva aumenta [51]. Isto
se d& pois, quanto maior for o overlap de orbital, mais o
elétron estara “ligado” ao atomo e, consequentemente, é
como se a dificuldade de remover um elétron do atomo
aumentasse, emulando um aumento de massa. Conforme
previamente mencionado, o modelo da ligacao forte é uti-
lizado para a descri¢ao de elétrons fortemente ligados ao
nucleo, ou seja, para isolantes elétricos, e Ej dada pela
Eq. 63 representa a génese de uma banda de energia no
corpo deste modelo [51].

D. Fragmentos sobre a formulagao da teoria do
liquido de Fermi

Motivado pelos avancgos recentes de sua época no
campo da Mecéanica Quantica e da descri¢ao de elétrons
em sélidos, como por exemplo o desenvolvimento do gas
de elétrons, Lev Landau (1908 — 1968) buscou gene-
ralizar tais modelos ao incorporar a interacdo entre os
elétrons [77]. Seguindo as discussdes apresentadas na
Ref. [78], introduzimos neste ponto uma breve discusséo
a respeito do modelo do liquido de Fermi, proposto origi-
nalmente por Landau [77]. Embora o modelo do elétron
livre, discutido na SecdoIT A, considere a simples formu-
lacdo de elétrons nao interagentes, resultados fascinantes
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foram obtidos através desse modelo, como por exemplo a
contribuicao eletroénica para o calor especifico. No en-
tanto, de acordo com um de seus trabalhos seminais,
Landau afirma que o modelo do gas de elétrons livres
nao descreve totalmente a realidade. Em uma tradugao
livre, Landau diz que [77]

“.. O estado da teoria nao € satisfatorio, uma
vez que a mesma nao deiza claro quais pro-
priedades do modelo do gds correspondem a
realidade e quais sdo intrinsecas de tal gds.

b2

Neste contexto, o modelo do liquido de Fermi, também
conhecido como liquido de Landau-Fermi, emerge como
uma teoria em que a interacdo entre elétrons entra em
cena. Consideremos agora que a interacdo entre os elé-
trons é “ligada” tao lentamente que os auto-estados que
descreviam o sistema sem interagao evoluem para novos
auto-estados que incorporam a interacio eletronica. As-
sim, a funcdo de distribuicao dos elétrons deixa de ser
descrita pela Eq.22 e passa a ser representada por uma
nova fun¢do de distribuigéo n,(E,) na formulagdo da te-
oria do liquido de Fermi, da forma [78§]

1
np(Ep, T) = )
e(zp/ fpyp"s"p’)/kBTe(Ep—u)/kBT +1
(66)
onde f, s incorpora a interagdo entre elétrons com mo-
mento p e p/, dny = (n, — nY) sendo n, e nd a fungao
E./Er
0,5 1,0 1,5
1,0 -\ 11,0
2 ——Liquido de Fermi 1
o — Gas de Fermi .
I p -
050 @@ '@ ©  {05.F
Sl W © © =
= o o o © ©
e N
0,0 . = 0,0
0,5 1,0 1,5
P/pe

Figura 3. Fungéo distribuicdo de Fermi-Dirac f(Ej,T = 0K) ver-
sus Ey/EF (eixos direito e superior) (esferas na cor verde), onde
EF é a energia de Fermi [79]. A fungdo da distribui¢do de probabi-
lidade de ocupagcdo dos elétrons (esferas na cor roxa) na formulagio
do liquido de Fermi ny(Ep, T = 0K) versus p/pp (eixos esquerdo
e inferior) para T' = 0 K também é mostrada, onde p é o momento,
pr o momento de Fermi e Z; o tamanho da descontinuidade em
p = pr [80]. As linhas tracejadas conectando as esferas na cor roxa
representam a interacdo eletronica f, ,» na formulacdo do liquido
de Fermi.
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de distribuicao dos elétrons interagentes e nao intera-
gentes, respectivamente, conforme a Fig.3. Neste con-
texto, ao “ligarmos” a interacdo eletronica lentamente,
serd “criada” uma excitacdo chamada quasiparticula, a
qual pode ser definida em termos simples como uma ma-
nifestacdo coletiva dos elétrons [78]. Em outras palavras,
tal manifestacdo coletiva da origem a uma “particula efe-
tiva” cujas propriedades, como massa, energia e tempo
de vida, sdo modificadas em relagao as do elétron livre.
No entanto, devido ao principio da exclusao de Pauli, tal
quasiparticula s6 pode existir com momento fora da su-
perficie de Fermi, pois os estados abaixo da energia de
Fermi j& estdo preenchidos [78]. O owverlap entre o elé-
tron livre e a quasiparticula renormalizada é quantificado
pela magnitude da descontinuidade Z; na superficie de
Fermi, conforme a Fig. 3, sendo a formula¢do do liquido
de Fermi suprimida no regime de Z; — 0 [80]. Entre-
tanto, existem casos reportados na literatura de metais
interagentes sem a observacao de quasiparticulas, ou seja,
Zy — 0, de modo que tais casos nao podem ser descritos
pela formulacao do liquido de Fermi. Neste caso, tipicos
exemplos sdo os chamados “metais estranhos” [81], super-
condutores de alta temperatura critica [82] e o liquido de
Luttinger em uma dimensao [80]. Ainda, é reportado na
literatura que a formulagao do liquido de Fermi deixa de
ser valida em sistemas do tipo Kondo que apresentam
considerdveis niveis de desordem [83]. Convém desta-
car que o comportamento do tipo liquido de Fermi de
sistemas de férmions pesados na proximidade de pontos
criticos quanticos é topico atual de pesquisa [81].

Note que os modelos discutidos nesta Se¢do nao levam
em consideracao a forte interacao eletronica, o que é im-
prescindivel para se capturar, por exemplo, a transi¢cao
metal-isolante de Mott. Para uma descri¢ao apropriada
de tal transicao, é necessaria a utilizagao do modelo de
Hubbard, o qual sera discutido em detalhes no que segue.

III. ISOLANTES CORRELACIONADOS: A FASE
ISOLANTE DE MOTT E O MODELO DE
HUBBARD

Conforme visto anteriormente, as primeiras formula-
coes teodricas para a descricdo dos elétrons em sélidos
consideravam um acoplamento fraco ou mesmo elétrons
ndo interagentes [51]. Neste contexto, abordagens bem
sucedidas foram publicadas no final da década de 1920
[84-86]. No entanto, em 1937 de Boer (1899 — 1971) e
Verwey (1905 — 1981) reportaram que alguns sélidos,
proeminente exemplo sendo o 6xido de Ni6bio (NiO),
apresentavam um comportamento isolante que nao era
explicado pela chamada teoria de bandas [87]. Neste con-
texto, visando explicar a nova classe de materiais isolan-
tes, Nevill Francis Mott (1905 — 1996) e Rudolf Peierls
(1907 — 1995) surgem para explicar esta fase [88]. Em
uma tradugdo livre, Mott e Peierls afirmam que [88]:

“.. F bem possivel que a interacao eletrosta-
tica entre os elétrons os impeca de se mover
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de forma alguma. Em baizas temperaturas,
a maioria dos elétrons estd em seus devidos
lugares nos ions. ...”

Em outras palavras, motivados pelos avancos que vinham
acontecendo no campo da Mecénica Quéntica e na desco-
berta de novas classes de materiais, Mott e Peierls foram
inspirados a buscar uma nova teoria que explicasse tais
comportamentos fisicos. Em linguagem simples, a altera-
cao das propriedades fisicas de um material ao se variar
um parametro de controle como 7" ou P é denominada
transi¢do de fase [89]. Existem transi¢oes de fase que
podem ser observadas no nosso dia a dia, como exem-
plo mais comum a transi¢ao liquido-sélido da agua que
ocorre a 0°C sob uma atmosfera de pressdo (atm) ao ni-
vel do mar [90]. Um outro exemplo de transigao de fase
mais complexa, é a chamada transicdo metal-isolante de
Mott, a qual pode ser obtida ao se variar T ou P, le-
vando a uma competicdo entre duas escalas de energia,
leia-se a energia cinética dos elétrons, da ordem da lar-
gura de banda W, que se traduz na probabilidade do
elétron “saltar” de um sitio para o outro e a energia de
correlagdo eletronica, que obriga os elétrons a “pagarem”
uma energia de repulsdo eletronica U para ocuparem um
sitio onde ji existe outro elétron. Sob tais condigbes, se
torna energeticamente favoravel para os elétrons se lo-
calizarem, dando origem a uma fase isolante, conforme
a Fig.4. Prevista teoricamente pelo fisico britdnico Sir
Nevil Mott, a fase isolante de Mott se estabelece devido
a forte correlagdo eletronica [91]. Portanto, é necessério
um modelo que leve em conta a interagao elétron-elétron
pois, em sistemas eletronicos fortemente correlacionados,
tal interacao é comparavel ou dominante sobre a energia
cinética e para isso o modelo de Hubbard ¢ utilizado para
descrever a fase isolante originada pela forte correlagao
eletronica [13, 92]. Neste ponto, seguindo discussdes an-
teriores, a correlagao eletronica pode ser definida como
a interagdo entre os elétrons que, se for intensa o sufici-
ente, pode dar origem a manifestagdes exoticas da maté-
ria e que necessitam de modelos tedricos mais sofisticados
para uma descrigao apropriada. Uma descricdo tedrica
apropriada dos sistemas eletrénicos fortemente correlaci-
onados levando em conta todas as interacdes presentes
consiste em um desafio na pesquisa atual.

Visando evidenciar a complexidade envolvida no tra-
tamento fisico-matematico de sistemas onde as diversas
interagoes presentes no sistema sdo consideradas, con-
vém analisar o chamado operador Hamiltoniano nao-
relativistico para a Fisica do Estado Sélido [94]. Em
tal formulacdo, considera-se todos os ntcleos com nu-
mero atomico Z, e massas M, ocupando posi¢oes én
(n =1, .., N), onde N é o nimero total de ntcleos,
com uma dada energia cinética e a interacao eletrosta-
tica nudcleo-nucleo, sendo nao despreziveis. Ainda, sdo
considerados elétrons com uma dada energia cinética e
a interacao elétron-elétron, assumindo um vetor posigao
para os elétrons 7; (i = 1, ..., N.). Considerando a inte-
ragao entre elétrons e relembrando o operador momento
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b)

Isolante : g ; e

Figura 4. Rede cristalografica hipotética em duas dimensdes onde
as setas na cor azul indicam os spins dos elétrons e as esferas na cor
vermelha os fons da rede. Ocupacdo dupla e simples sdo indicadas.
a) Elétrons itinerantes dao origem ao comportamento metéalico. A
repulsdo coulombiana U entre elétrons no mesmo sitio também é
indicada. Os eixos a* e b* representam os vetores da rede crista-
lina. O quadrildtero destacado em azul representa a célula unitiria
desta rede cristalografica hipotética. (b) Fase isolante de Mott an-
tiferromagnética. Figura baseada na Ref.[93]. Detalhes no texto
principal.

p = —ihd/(07) e P* = —ihd/(OR) para clétrons e ni-
cleos, respectivamente, o Hamiltoniano da Fisica do Es-
tado Solido, no sistema de unidades Gaussianas, é dado
por [94]

A_ipg+§§: Dol NP
_n:12Mn 2n¢m:1|én R, | — 2m
(67)
+ = —e -
i;éj:1|n_r3| nmti=1 | fin = T |

O significado fisico de cada termo do lado direito da
Eq. 67 é dado por

e 0 primeiro termo estd associado a energia cinética
dos niicleos atomicos (T );

e 0 segundo termo estd associado a interacdo entre
nicleos (Vn=_n=);

e 0 terceiro termo estd associado a energia cinética
dos elétrons (T.) em torno dos nicleos;

e 0 quarto termo leva em conta a interagao entre elé-
trons (V._.), ou seja, a correlagdo eletronica;

e o ultimo termo se relaciona a interacao entre elé-
trons e nucleos (Ve_n+).
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Convém destacar que a nomenclatura T+, Vy«_n+, Te,
Ve_e € Vo_n+ nao aparece explicitamente no Hamiltoni-
ano. Tais termos sdo usados aqui para um melhor en-
tendimento do significado fisico de cada termo presente
no Hamiltoniano (Eq.67). O Hamiltoniano dado pela
Eq.67 descreve um sistema quantico de muitos corpos
mas, devido a sua complexidade, o mesmo nao pode ser
diagonalizado exatamente, sendo necessaria a utilizacao
de aproximagodes, conforme discutido elegantemente e em
detalhes na Ref. [94]. Note que o Hamiltoniano, Eq. 67, j&
é extremamente complexo mesmo sem levar em conta o
acoplamento spin-érbita, interacoes dipolo-dipolo e efei-
tos gravitacionais.

Contrastando com a complexidade do Hamiltoniano
dado pela Eq. 67, o tratamento tedrico de maior sucesso
desenvolvido para descrever efeitos de correlagdo eletro-
nica foi introduzido por John Hubbard (1931 — 1980),
cujo Hamiltoniano proposto leva seu nome [14], e é dado
por

H=- Z tija;rgajg + Z Uiy, (68)

1,5,0 i

onde os indices ¢ e j representam os sitios da rede crista-
lina, ou seja, o somatério ), j contempla todos os sitios

da rede cristalina, t;; o termo de transferéncia (hopping)

de elétrons do sitio j para o sitio i da rede, a;ra é o ope-

rador criagdo, o qual cria um elétron no sitio ¢ com a
projecao do spin no eixo-z sendo representada por o e
ajo € o correspondente operador aniquilacdo, o qual des-
tréi um elétron no sitio j com a mesma projecao do spin
o. Os termos 7;1 e ;) se referem aos chamados num-
ber operators (operadores nimero) para spin-up e down,
respectivamente, ou seja, f;, = ajgaw [70]. O sinal nega-
tivo no primeiro termo do lado direito da Eq. 68 se deve
ao fato de que os elétrons de condugao tendem a diminuir
a energia total do sistema [95].

Do ponto de vista histérico, é interessante observar
que na Ref. [14], Hubbard ndo menciona conhecimento da
transicdo de Mott e ndo cita o trabalho original de Mott
de 1949. Somente em trabalho posterior, conhecido na
literatura como Hubbard III, é que Hubbard foi capaz
de obter uma aproximacao que contemplava a transi¢cao
de Mott, naturalmente citando o trabalho de Mott pela
primeira vez [96]. A série dos seis trabalhos de Hubbard
pode ser encontrada nas Refs. [14, 96-100]. Vale ressaltar
neste ponto que o modelo de Hubbard tem sido ampla-
mente discutido na literatura, conforme as Refs. [101],
[102] e [103] e aquelas ali citadas. Para sistemas eletroni-
cos no qual a repulsao coulombiana entre sitios V' (inter-
site) nao é desprezivel, o modelo de Hubbard dimerizado
em uma dimensao tem sido empregado com sucesso, con-
forme a Fig.5. Neste caso, o Hamiltoniano é dado por
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Figura 5. Representacdo esquemédtica do modelo de Hubbard uni-
dimensional dimerizado, conforme a Eq. 69, onde cada par de ato-
mos (esferas azuis) denota um dimero. Os termos de hopping intra-
dimeros t; e inter-dimeros ta, bem como os termos de repulsdo cou-
lombiana intra-sitio U e inter-sitio V' também sdo mostrados.

[104]

E[ =1 Z (alaaiﬂa +HC)

ipar, o

+ o Z (aIGaiH o+ H.C.)

i impar, o

+U Z NNy + 1% Z NiMit1, (69)

onde t; e to sdo, respectivamente, as integrais de trans-
feréncia intra- e inter-dimeros. Note que o termo H.c.
representa o chamado Hermitiano conjugado [70], a ser
discutido na SecaoIITA1. O Hamiltoniano dado pela
Eq.69 é o chamado modelo de Hubbard estendido para
uma cadeia dimerizada. Conforme mencionado anterior-
mente, este Hamiltoniano tem sido empregado com su-
cesso na descrigao das propriedades eletronicas de diver-
sos sistemas eletronicos fortemente correlacionados. Em
particular, o mesmo tem sido utilizado na descricao da
fase de carga ordenada de varios sistemas, onde a re-
pulsdo coulombiana inter-site tem um papel importante
[15, 104].

No que segue apresentamos os conceitos e procedimen-
tos basicos de diagonalizagdo do modelo de Hubbard para
o dimero de Mott.

A. Diagonalizacido exata do modelo de Hubbard:
um trabalho de “resiliéncia” fisico-matematica

Podemos dizer que o processo de diagonalizagao do mo-
delo de Hubbard, mesmo para o caso do chamado dimero
de Mott (considerado o caso mais simples de aplicagdo), a
ser discutido em detalhes nesta Secdo, nos exige um certo
grau de “resiliéncia” fisico-matemédtica. Isto em parte
pelo fato de utilizarmos a notacao de segunda quantiza-
¢do (que pode ser vista, a priori, como ndo-intuitiva),
além de aplicarmos varios teoremas e regras da Mecéanica
Quaéntica [52]. No que segue, revisitamos alguns concei-
tos relevantes da Mecénica Quéntica para este trabalho.
Na notagao matricial da Mecanica Quéantica, para se de-
terminar as chamadas auto-energias (ou energias permiti-
das para as particulas) é necessério diagonalizar a matriz
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que representa o Hamiltoniano. Em fisica de muitos cor-
pos, a auto-energia é um conceito central que descreve
os efeitos das interagoes sobre uma particula em um sis-
tema quantico, incorporando o “revestimento” causado
pelas interacdes na descricao das quasiparticulas. For-
malmente, a auto-energia é definida no contexto de teo-
ria de perturbagao de muitos corpos por meio das equa-
¢oes de Hedin e da equacao de Dyson, que conectam a
funcado de Green nao interagente a funcdo de Green in-
teragente [105]. Diagonalizar significa tornar todos os
elementos da matriz iguais a zero, exceto os elementos
da diagonal principal. Tendo especificado um conjunto
de auto-estados |¢;) que descreve nosso sistema, pode-
mos representar o Hamiltoniano em sua forma matricial
da seguinte maneira [68]

(@11H|¢1) (1] H|p2)
H = | (¢2/H|d1) (d2|H[p2) --- | (70)

O processo de diagonalizacdo da matriz Hamiltoniana é
realizado através de operagoes efetuadas entre as linhas
da matriz e é andlogo a resolver um sistema de equa-
coes. Essencialmente, trata-se de um problema tipico de
algebra linear [106]. Para matrizes como a do Hamiltoni-
ano de Hubbard, o processo é um pouco mais sofisticado
devido a influéncia expressiva do tamanho da rede no ni-
mero de estados possiveis. Em uma rede com N sitios, o
numero de configuragoes possiveis do sistema é dado por
4N | visto que as quatro possibilidades por sitio sdo: va-
zio, up, down e ocupagao dupla [107]. O ntmero tipico de
sitios em uma rede cristalina real é da ordem do nimero
de Avogadro. Ocorre que mesmo 0s recursos computa-
cionais modernos nao permitem calculos com uma rede
desta proporc¢ao levando em consideragao as tipicas inte-
ragoes em soélidos, conforme discutido anteriormente. O
que geralmente é feito é reduzir o ntmero de sitios da
rede cirstalina para uma centena, ou algumas dezenas.
Usando 10 sitios, por exemplo, uma matriz de ordem 4'°
= 1.048.576, ou seja, 1.048.576 linhas e 1.048.576 colu-
nas, deve ser diagonalizada, o que é um nimero “grande”,
mesmo para os supercomputadores atualmente disponi-
veis, tornando necessario o uso de métodos numéricos
aproximativos [108].

E muito importante durante o processo de diagonali-
zagdo encontrar grandezas fisicas que se conservem, pois
estas apresentam operadores que comutam com o Hamil-
toniano. Isso equivale a dizer que um auto-estado do
Hamiltoniano também serd auto-estado destas grande-
zas. Muitos modelos de diagonalizacao propéem a con-
servacio de spin total (S2), do spin na direcio z (S.) e
da carga total. Para sistemas com spin S = %, é usual
tomar uma base simples, onde o spin para baixo é re-
presentado computacionalmente por “0” e o spin para
cima é representado por “1”. Desta forma, através de
uma série de transformagoes matematicas é possivel es-
crever um estado como uma combinacgdo bindria (de 0
e 1) que representa todos os estados de spin do sistema
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e que, quando inserido em um Hamiltoniano diagonali-
zado, fornece valores das auto-energias nesta nova base.
Antes de avangarmos para a diagonalizagdo em si, vamos
realizar uma breve revisao sobre a segunda quantizacao
com o intuito de que a discussao sobre o Hamiltoniano
de Hubbard seja compreensiva.

1. Introduzindo os famosos operadores criagdo e destrui¢do

Inicialmente, é conveniente discutirmos a origem fisica
e historica dos operadores “criacido” e “destruicdo”. Com
o surgimento da Mecénica Quéntica, o entendimento de
que particulas se comportavam exclusivamente como en-
tidades corpusculares, foi colocado em cheque visto que
as mesmas poderiam também se comportar como ondas
e serem descritas pela famosa equacao de Schrodinger
(Eq.1). Essa ideia ficou conhecida como primeira quan-
tizagdo. No entanto, algumas excitagoes em um dado
meio poderiam também assumir o carater de particula.
A ideia de que excitagbes que sdo descritas por ondas
poderem se comportar como particulas é conhecida como
segunda quantizagao [109]. Para discutirmos apropriada-
mente a origem fisica-matematica dos operadores de se-
gunda quantizacdo, comegamos relembrando o operador
Hamiltoniano para sistemas quanticos sob a influéncia de
um potencial harménico, ou seja, U* = K?IQ [109, 110],
onde & é o operador posicdo da particula e K = mw?
emula a constante elastica, onde w é a frequéncia. Para
este caso, o Hamiltoniano é dado por [109, 110)

<2 242

N D mw*g

H=—+ —nw—. 71
2m 2 (71)

Os auto-valores da Eq. 71 sdo da forma

En:hw<n+;>7 (72)

onde n é um nimero quantico que representa o nivel de
energia. Note que mesmo para n = 0, temos uma ener-
gia finita, a qual é chamada energia de ponto zero [109].
Neste contexto, para que possamos excitar uma parti-
cula para um nivel mais energético, precisamos fornecer
uma quantidade fixa de energia fiw. Podemos reescrever
o operador Hamiltoniano da Eq.71 em termos de dois
novos operadores, os quais sdo dados por [109]

a:\/g<£+infw>, (73)

f jme (D 4
a o7 (a: me>' (74)

Os operadores das Egs. 73 e 74 sdo os chamados operado-
res “destruicao” e “criagdo”, respectivamente. A Eq. 72
refere-se ao caso do oscilador harménico quantico, o qual
segue as mesmas regras de comutacao de particulas bo-
sbnicas, ou seja, particulas que apresentam o spin sendo
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um multiplo inteiro de h. Neste ponto, considerando as
Egs. 73 e 74, podemos calcular o comutador de a e af, o
qual é dado por [109]

la,a'] = aa’ —a'a (75)
V5 ()] /3 (2
VS G W )]

o que resulta em [109]

0,01 = <—n§w 2, 5] + i b, :@]) . (76)

Como [Z,p] = ih e [p, ] = —ih [62], temos que

ppome (b A
fa,a1] = <mw+mw 1. (77)

Portanto, para o caso de particulas bosonicas, temos que
[a,aT] =1 [109]. Em outras palavras, os operadores a
e al nio comutam para o caso do oscilador harménico
quéntico o que equivale a dizer que a ordem de aplicacao
dos mesmos em um determinado estado é relevante para
a obtencao do resultado final.

Podemos agora estender esses conceitos para o caso
da criacdo e destruicdo de uma particula, possuindo as
préprias regras algébricas dependendo do spin da parti-
cula, as quais serao discutidas no que segue. A discussio
apresentada a seguir é baseada nas Refs. [70, 111]. Suge-
rimos adicionalmente a leitura da Secdo 23.3 da Ref. [52]
visando complementar as discussoes aqui apresentadas.
Ao lidar com férmions, devemos sempre ter em mente
o principio da exclusao de Pauli, que diz que dois fér-
mions ndo podem ocupar o mesmo estado quantico [62].
Assim, um orbital eletrénico pode ser ocupado ou por
um ou nenhum férmion, sendo descrito por |1) e |0), res-
pectivamente. Definimos uma base ortonormal genérica
|ua) = |ui, u;, uk, g, ...), onde u, representa a ocupa-
¢ao dos estados i, j, k, [, .... Para o caso de bdsons, a
ocupagao dos estados nao se restringe a apenas estados
ocupados ou desocupados, podendo haver um niimero ar-
bitrario de particulas ocupando o mesmo estado. Antes
de avangarmos, vale ressaltar que a notacdo em termos
de |uq) = |u;, uj, ug, uy, ...) é utilizada na Ref. [70] para o
tratamento de férmions e bésons. Por conveniéncia aqui
faremos uso da mesma notacao. Neste contexto, introdu-
zimos o operador criacdo para férmions a;-r, que ao atuar
sobre um conjunto de estados |u,) cria uma particula no
estado ¢, caso o mesmo esteja originalmente desocupado,
considerando que os estados 7, k, [ estdo ocupados, sendo
tal processo descrito matematicamente por [70]

a3|uj,uk,ul,...> = |u;, uj, up, u, ...). (78)

A acao do operador a;r em |u;, uj, U, ug, ...) s6 foi possivel
pois o estado i estava desocupado. Vale ressaltar que o
operador a;r atua apenas no estado 7, deixando os demais
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estados inalterados. Caso o estado ja estivesse ocupado,
teriamos que

aj-|ui,uj,uk,ul,...) =0, (79)

ou seja, como nao foi possivel criar uma particula no
estado ¢, pois o mesmo j& estava ocupado, a operacao
resulta no valor 0. A priori, esta operagdo é contra-
intuitiva visto que os estados j, k, [ também estao ocupa-
dos antes da atuacao do operador az. Note que o resul-
tado da Eq.79 ser zero nao implica que os estados j, k,
[ ficardo descoupados apéds a referida operagdo. A Eq.79
nos indica apenas que nao é possivel criar uma parti-
cula no estado 4, uma vez que o mesmo ja esta ocupado,
mantendo a ocupacao dos outros estados inalterada. De-
finimos agora o conjugado Hermitiano de aj, ou seja, o
operador que é ao mesmo tempo o complexo conjugado
e o transposto de az, o chamado operador aniquilaciao ou
destruicao a;, que ao atuar sobre um conjunto de esta-
dos |uq), aniquila o férmion que previamente ocupava o
estado |u;), ou seja

) = luj, ug, uy, ... (80)

Analogamente a Eq. 79, se aplicarmos a; em um estado ¢
nao ocupado, temos que

ai|ui,uj,uk, Uy .-

) =0. (81)

ai‘ujaukaulv .

Se aplicarmos de maneira sucessiva as Eqgs. 78 e 80, o
estado |i) permanecerd inalterado caso esteja original-
mente desocupado. Aqui, relembramos o operador ni-
mero M, = a;aw que, ao aplicarmos em um estado 4,
computaremos o auto-valor desse operador, que para o
caso do estado ocupado é 1 e para o desocupado é 0.
Os operadores a; e a;r obedecem algumas relagoes de co-
mutacdo, que para o caso de férmions sdo chamadas de
relagdes de anticomutagdo. Ao criar dois estados, |u;) e
|u;), através da agdo dos operadores criagdo, temos que
os auto-valores desses operadores nao serdo zero quando
esses estados estiverem inicialmente desocupados, por-
tanto

a;-ra;\uk,ul,...> = |wi, uj, Ug, Ui, ... (82)

E necessério que o estado no qual o operador ird atuar
seja adjacente ao operador. Caso nao seja, utilizamos a
seguinte propriedade [62]

aia;|ui,ul,...> = ailug, ui, ug, ...) (83)
) = —|uj,u, ). (84)

Para trocarmos a ordem com que os estados aparecem,
devemos adicionar um sinal negativo devido ao fato de
que a funcao de onda para férmions é antissimétrica. Isso
ocorre pois, se considerarmos dois spins-up em um mesmo
sitio, a funcdo de onda total deve ser a soma das fungoes
de onda de cada spin, sendo as mesmas mas com sinal
trocado. Tal propriedade garante que neste caso a fungao
de onda total se anule, ou seja, a probabilidade de se en-
contrar dois spins-up no mesmo sitio é zero. Portanto, o

= _ai|uiaujaula
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fato da funcao de onda de férmions ser antisimétrica esté
relacionado com o fato de que dois férmions idénticos nao
podem ocupar o mesmo estado quantico, conforme esta-
belecido pelo principio da exclusdo de Pauli [51]. Assim,
temos que [62]

[wj, Wiy Uk, U,y o) = —|Us, Uj, U, Uy, .Y (85)

Portanto, a ordem que aplicamos os operadores interfere
no resultado final, ou seja [70]

aia; = fa;ai. (86)

Vale ressaltar que a Eq. 86 é aplicavel apenas para o caso
em que i # j. Assim, podemos definir uma relacao de
anticomutacao dada por

[A, B] = AB + BA, (87)

onde A e B sido dois operadores quaisquer. Substituindo
os operadores a; e a; na Eq. 87 obtemos
[a;, a;] = aia; + a}ai =0. (88)

O mesmo vale ao trocar a ordem de aplicacdo dos opera-
dores, leia-se

a;] = ala; + aia; =0. (89)

[aT‘ j

J?

Novamente, andlogo a Eq.86, as Egs.88 e 89 também
s6 valem para o caso i # j. Analisemos agora [ai,aj}
visando demonstrar que o mesmo ¢ igual a 0, conforme
a Eq. 88. Para isso, aplicaremos os operadores a; e a} no
estado |u;, uy, ...) e, portanto, temos

a,-a;[.|ui,ul, ) = Uy, Ui, U, ),
= _ai‘uiaujaulv"'>a
= —|uy, uy, ...). (90)

Note que na Eq.90 foi necessario considerar um sinal
negativo, conforme a Eq. 85, pois o estado adjacente ao
operador deve ser o mesmo. Aplicando agora a;ai no
mesmo conjunto hipotético de estados |u;, uy,...), temos
que

a;ai\ui, Upy o) = a;\ul, )

= |uj,ug,...). (91)

Somando as Eqgs. 90 e 91
(asal + alag)lug, w, ) = —uj, ug, ) + g, u, ) = 0,
(92)

demonstrando assim a Eq.88. Para o caso em que i =

7, ao aplicar os operadores a; e al-L no referido estado
hipotético obtemos

aia;r\ui,ul, .y =0. (93)
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Perceba que a Eq.93 nos indica que nao é possivel criar
um estado que ja existe. Invertendo agora a ordem de
aplicacao dos operadores a; e az
azai|ui,ul,...> = a3|ul,...>

= |ui,ul,...>. (94)

Podemos entao escrever

(azal + alag)|us, u, ..y = 0+ |ug, ug, ... = Jug, ug, ...
(95)
Portanto, temos que
[az, af] = (asa] + ala;) =1, (96)
ou seja, o numero 1 indica que o estado fica inalterado
apos a aplicagdo dos operadores az e a;, conforme a Eq. 95
[70]. Assim, o anticomutador dos operadores a; e al-L pode
ser generalizado da seguinte maneira [70]

[a;, al] = di;., (97)

onde d;; é conhecido como delta de Kronecker, sendo
dij = O para ¢ # j e 0;; = 1 para ¢ = j, generali-
zando assim os resultados obtidos. A interpretacdo fi-
sica por detras desse resultado é: se estamos tratando
de estados distintos, ou seja, i # j, os operadores a; e
a; anticomutam e portanto podemos aplica-los nos es-
tados que compde nosso conjunto de base em qualquer
ordem sem alteracdo do resultado final, ou seja, a cria-
¢ao/destrui¢ao de um férmion em um estado 4 nao inter-
fere na criagdo/destruicao de outro férmion em um estado
j. Contudo, quando estamos lidando com o mesmo es-
tado (i = j), os operadores a; e alT deixam de comutarem
entre si e assim a ordem de aplicagdo dos operadores in-
terfere no resultado final. Isto ocorre devido ao fato de
que estamos lidando com férmions e portanto o principio
de exclusdo de Pauli deve ser respeitado [68].
Avancando agora para a diagonalizacdo do Hamiltoni-
ano de Hubbard, vale mencionar que uma discussao sobre
tal diagonalizagdo foi reportada nas Refs. [52, 112-114].
Contudo, o objetivo deste trabalho é realizar tal diago-
nalizacdo passo a passo e de forma pedagdgica, visando
proporcionar ao leitor/leitora um entendimento fisico e
matematico sobre o tema. Para tal, analisamos o caso
mais simples que se refere a dois sitios, o chamado di-
mero de Mott, o qual apresenta no total 16 auto estados
se considerarmos 0, 1, 2, 3 ou 4 elétrons [115]. No que
segue serd analisado o caso que descreve dois elétrons e
dois sitios totalizando 6 configuracoes de spins (auto es-
tados) distintas, conforme a Tabelal. Um sistema desse
tipo pode ser considerado como uma boa aproximacao
para aplicacdo em sistemas reais, como, por exemplo,
uma molécula de Hidrogénio (Hs), onde cada dtomo pos-
sui apenas um elétron em seu orbital s [52], conforme a
Fig. 6. As possiveis configuracoes de spin e seus respecti-
vos auto-vetores sao mostradas na Tabelal, bem como a
representacao esquematica associada a cada estado, con-
forme a Fig.7. Considerando a projecao S, do spin no
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Figura 6. Representagio esquemética de uma molécula de Hidro-
génio (H2), com um elétron em cada orbital s. As esferas azuis
representam o niucleo do dtomo de Hidrogénio, as linhas tracejadas
o orbital s e os pontos em vermelho indicam os elétrons com fungoes
de onda [9);) e [¢;). O cilindro na cor cinza representa a ligacao
quimica do tipo covalente entre os dois a&tomos de Hidrogénio.

sitio i|sitio j|vetores de base
T T4 = a%a%@

4 L |IB)= a]z;¢a?r¢‘0>

T L o) = az;rTa%;JJO)

1 TP = a%r¢a%T‘0>
T4 - |E) a;'raiﬂm
- T4 IF) = aﬁaﬂ,‘m

Tabela I. Representacio das possiveis configuragdes que o sistema
dado por dois elétrons e dois sitios pode assumir. As setas para
cima indicam spin-up, ji as setas para baixo indicam spin-down.
Sé&o definidos seis auto-vetores em termos do estado vazio (vcuo)
|0), que vao de A a F. A presente tabela é baseada na Ref. [112].

eixo-z, podemos reescrever os estados dados apresenta-
dos na Tabelal como combinagoes lineares na seguinte
forma

|11) |A) = a;rTa}T\O),
[2) =1|B) = aLa}“O%
[bs) = Z5(1C) = D)) = J5(alsal, —af al))l0),
) = Z5(E) - |F) = J5(ala], —alial)))0),
[vs) = %(|C> +|D)) = %(QITGL + ajia;THO),
[be) = J5(1E) + |F) = J5(alal, +alal)))0).

(98)
Ainda, vale ressaltar que ao escrevermos os estados como
combinagdes lineares entre si levando em conta S, esta-
remos diagonalizando simultaneamente as matrizes asso-
ciadas ao operador Hamiltoniano dado na Eq.68 e a S,
[117]. Note que os auto-vetores |i)3) e |t5) representam
a superposicao entre as configuragoes de spin ¢) e d) na
Fig. 7, da mesma forma que |14) € |1)g) denotam a super-
posicado entre as configuragoes de spin e) e f) [52, 112],
conforme destacado pelos retangulos de diferentes cores
na Fig. 7. Analisando os auto-estados |¢;) mostrados na
Eq.98, com ¢ = 3,4, 5,6, podem ser expressos em termos
de suas combinagcdes lineares por se tratarem de superpo-
sicoes de outros estados, dado que a superposigao entre
dois estados genéricos pode ser expressa por

) = ala) + Blb), (99)
onde « e § obedecem a seguinte regra de normalizacao
la]* + 61> = 1, (100)
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sendo |a|? e |B]? as probabilidades de se medir o sistema
nos estados |a) e |b), respectivamente. Como no caso ana-
lisado os estados sdo igualmente provaveis, |a|? = |3/,
temos que

1
2 2
of +la) =1 = |a| = —,

justificando, portanto, o fator % multiplicando a super-

(101)

posigéo dos estados |C) e |D) em |¢3) e |1)5), bem como
|E) e |F) em |1)4) e |tbg), conforme 98. Por simplicidade,
é conveniente reescrever o Hamiltoniano da Eq. 68 da se-
guinte maneira [52]

H=H, + He, (102)
onde Hj, refere-se ao termo de hopping, ou seja, a contri-
buigao da energia cinética dos elétrons ao Hamiltoniano
de Hubbard, e H¢ refere-se a contribuicao associada a re-
pulsdo coulombiana entre elétrons no mesmo sitio. Como
estamos lidando com apenas dois sitios, podemos “abrir”
os somatorios presentes na Eq. 68 referentes ao sitios da
rede em apenas dois termos, portanto, o Hamiltoniano
dado pela Eq. 102 pode ser reescrito como [112]

H=—t Z(a;‘rga]‘aJra;'gaia)+U(ﬁiTﬁii+ﬁjTﬁj¢)- (103)

Assim, ficamos apenas com o somatoério referente a o,
visto que ja englobamos os dois sitios do dimero. Como
fit = a;;a;1, podemos reescrever o Hamiltoniano da
Eq. 103 da seguinte maneira

H=—t (azgaja + ataaw)
; ! (104)

+ U(a%amajiau + a;Taj¢a}¢aj¢).

Agora, iniciaremos o processo para encontrar as auto-
energias do dimero de Mott para o estado fundamental,
ou seja, aquele de menor energia. Para tal, vamos aplicar
o operador Hamiltoniano dado pela Eq. 104 para todos
os auto-estados do sistema, conforme 98. Ao aplicar o
operador Hamiltoniano, o resultado serd a auto-energia
do estado considerado, ou seja, ﬁ|1/)1> = FE;|;). Con-
siderando o operador Hamiltoniano da Eq. 104 aplicado
primeiramente no auto-estado [¢1) = aITa;T\O% temos,
conforme a Eq. 102, que

ﬁWJl) = (ﬁh+ﬁc)|¢1>- (105)

Tomando o primeiro termo H, = —t Za(a;faajg+a;[aaig)
[112] da Eq. 105 aplicado a |11 ) e simplificando a notagéo
Gjs COMO i, € aj, COMO j,, temos que

Hylyr) = —t> (i joilil + lisiliDIo).  (106)

Note que |1)1) representa um par de spins-up e |t9) =
ZI]I|0> um par de spins-down, conforme os estados re-

presentados em 98, Tabelal e Fig.7. Escrevendo entao
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a) b) c)
[4) B) 1©)

d) e) f)
\D) E) IF)

Figura 7. Representacio esquemdtica das possiveis configuragoes da projegao no eixo-z do spin dos elétrons em cada sitio em um dimero
de Mott, conforme a Tabelal. Em a) cada elétron com spin-up ocupa um sitio. Em b) uma situagdo similar ao caso a) mas com as dire¢des
dos spins trocadas. Em c) cada elétron ocupa um sitio, mas um deles apresenta spin-up e o outro spin-down. Em d) uma situacdo andloga
a c¢) é representada mas com os sitios trocados. Em e) existem dois elétrons ocupando o mesmo sitio e finalmente em f) os elétrons também
ocupam duplamente um sitio, sendo um estado equivalente daquele mostrado em e). A falta de alinhamento perfeito entre os spins é dada
via argumentos de Mecanica Quéntica relacionados ao principio da incerteza de Heisenberg, conforme a Ref. [116].

os spins-up na Eq. 106 com um rétulo genérico o’ nos pos-
sibilita calcular H}, tanto para [1)1) como |12) de uma s6
vez, da forma

Hylvr2) = =t (ifjoil gl + jbisil,gl)00).  (107)

Comecamos analisando o primeiro termo do lado direito
da Eq.107. Relembrando as relagoes de anticomutacao
apresentadas anteriormente na Eq. 86, podemos escrever

jgii, como —ii,ja

—i! ,ja
—tZz y[, r b0 —tzzg it do g0 (108)
Utilizando a Eq. 97, temos que
Jodds = 0o = Ghdo (109)
Substituindo a Eq. 109 na Eq. 108, ficamos com
£y ibil (000 — 510)10) =
0 0 (110)

~ =
£ (i5ib00.0110) = ibils it o 0))-
o

Conforme discutido anteriormente, o termo j,|0) é igual
a zero pois é destruido um elétron no sitio j, o qual ja
estd vazio. Como d,,, € uma delta de Kronecker, sendo
nula exceto para o = ¢’, podemos escrever

tZzU”O =0,

pois dois elétrons com mesmo spin estao sendo criados no
mesmo sitio, o que viola o principio de exclusao de Pauli.
Perceba que este resultado nos mostra que a aplicacao
do arcabougo de Mecénica Quéantica aqui discutido nos
d4 um resultado fisico consistente! Agora, analisando o
segundo termo do lado direito da Eq. 107 e fazendo uso
da Eq.97 temos que

~t 3" jligil,jl10)
o

(111)

U e — LI
(112)

0

/_Aﬁ
jl ngja = —tZ] ao/]a /10).

_tz
(113)

Note que o segundo termo do lado esquerdo da Eq.113
também é nulo devido ao fato de que é criado um elétron
no sitio 5 com spin o’ mas logo depois é destruido um
elétron com spin ¢ no sitio ¢, o qual ja esta desocupado.
Considerando o fato de que o tnico caso em que dy o N8O
é zero se da para o = o', temos que

—tZglmo ) =0.

Perceba que a Eq. 114 também retorna o valor zero, pois
nao é possivel criar dois elétrons com o mesmo spin, no
presente caso ¢, no mesmo sitio, o que violaria o principio
de excluséo de Pauli [52]. Portanto, o termo do Hamilto-
niano associado ao hopping dos elétrons ao ser aplicado
em [1h1) e |¢P2) € [52, 112]

50 U’Jg

(114)

Hyltp12) =0 (115)

No que segue, aplicamos He em 1) = i;jﬂO), consi-
derando a notagéo adotada no presente trabalho He =
U(thuu +jTj¢j¢jL) [52, 112]. Assim, podemos escrever

He ) = (116)

Considerando o primeiro termo do lado direito da Eq. 116

= Uiliyiliyliy gy, (117)
onde o termo |i; j+) indica que hd um elétron com spin-
up no sitio ¢ e outro com spin-up no sitio j. Assim,
seguindo a ordem de aplicagdo dos operadores [118]

Uiliyili liy; jr) = 0, (118)
pois estamos aniquilando um elétron com spin-down onde
0 mesmo nao existe. Analisando o segundo termo do lado
direito da Eq. 116, temos que

(119)

Uslirglayititlo) = Ujldrilislivi gr) = 0.
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Neste caso, ao aplicarmos o operador j; em |iy; j4) temos
que j,|it; j4) = 0, pois nédo hé um elétron com spin-down
no sitio j para ser destruido. Assim, considerando que
tanto Hp|¢1) = 0 e Hol) = 0, o auto-valor do Hamil-
toniano de Hubbard aplicado a 17 é [52]

Hypr) = 0]).

Relembrando o resultado obtido na Eq. 115, o termo as-
sociado ao hopping aplicado a |) ja foi calculado. Por-

tanto, precisamos aplicar He = Uﬁi?iilﬂ, + UjijTjIji
em [to)

(120)

= ZI jI\O), obtendo assim

Helps) =

Analisando o primeiro termo do lado direito da Eq. 121

(121)

Uiliyiliilsf10) = Uiliyiligliy: 3,), (122)
entdo [52, 112]
Uikiyil|jy) = Uilirliy; j,) = 0. (123)

Analogamente a Eq.119, a Eq. 123 nos indica que nao é
possivel destruir um elétron com spin-up no sitio i pois
nao ha nenhum elétron com spin-up neste sitio, justifi-
cando o resultado obtido. Analisando agora o segundo
termo do lado direito da Eq. 121

Uilirilavilif10) = Uilgrilioliv 1), (124)
e aplicando o operador j
Uilirilli;0) = Uiljrli g,y =0.  (125)

Novamente, ndo existe um elétron a ser destruido ao apli-
car j4 em |i);7,) e a operacdo resulta em zero. Portanto,
temos que

Helo) =

Considerando a Eq. 115 e o resultado dado pela Eq. 126,
temos que [52]

(126)

Ho) = 0[¢o),

onde 0 é o auto-valor de H aplicado a [t)5). O signifi-
cado fisico por detras das Eqs. 120 e 127 é que devido ao
fato de que os spins “apontam” na mesma direcdo em
sitios vizinhos, nao ha dupla ocupacao e nem a possibili-
dade de hopping pelo principio da exclusdo de Pauli [52].
Aplicando o operador Hamiltoniano H em |t3), temos
[52, 112]

(127)

Hbs) = (Hy + He)|ibs).

Analisando primeiramente H, aplicado a [s) =
f(zhj - ZUT)|O> obtemos

(128)

Hy|ws) = f Z itjo +lie)(iLs] —iliDI0), (129)
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- t ot ot
Hyls) == > (ihdeili] — il dail sl
+ibigils] — ilisil51)[0). (130)

O primeiro termo do lado direito da Eq.130 pode ser
escrito como

ngw 1oy = Zwalzmu

Considerando o =1, |, podemos reescrever o somatério
do lado direito da Eq. 131 como

(131)

0

L it Tl gn) +ililin ) = ——=liyiy).  (132)
NG TIN5 I8 T T 2 10
O primeiro termo do lado esquerdo da Eq.132 é nulo
pois ndo ha um elétron com spin-up no sitio j para ser
destruido. J4 o segundo termo do lado direito da Eq. 130
é dado por

(133)

7 Z il jgil 110) = 7 Z ibjoliys gr),

0
t( i3 J4) + i) duligsdn)) = —=livdy) = Ttl")
1 1 1 (3 ) 1109).
NG} Lirlasan) + 0 dyli; gy \f i) = gl

(134)
Analisando entdao o terceiro termo do lado direito da
Eq. 130

Z]ala%]ﬂo Z]aZJ|ZT73i (135)
0
— L irlin g + 3T Wl d) = ——=ljriy). (136)
V3 V5]

Por fim, o quarto termo do lado direito da Eq. 130 é dado
por

7 ZJUZUWT\O 7 ngzam ), (137)
0
P e t . t .
E(JT itliys ) ] iliys ) = Ebuﬁ = EUTJQ-
(138)

Substituindo as Eqgs. 132, 134, 136 e 138 na Eq. 130, te-
mos que

IA{}L|"/)3> =

+ 1drdy) —

—%(liﬂﬁ — liyit)
l7t31)) = Ol¢s),

pois os termos dentro do paréntesis se cancelam. Tal
resultado implica que o estado |¢3), dado pela super-
posicdo dos estados c) e d) na Fig.7, ndo possui uma

(139)
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contribuicao resultante de hopping, ou seja, o estado
|13) representa um estado isolante independente do va-
lor de U e t. Agora considerando os termos associ-
dado a Hg = Uﬂiﬂlil + Uj;jTjIji aplicado em [i3) =
Z5(ikj] —il3])10), temos

("')C.l 60,2

—iliyiliyiljl

......

(140)
ST} Oc.4

+ gliralavilal = iliralanilahlo).

Entao, computando os termos O¢,1, Oc2, Oc3 € Oca
da Eq. 140, temos

0

......

......

= iliyili liy; jy)
= ’HT%‘JT>
0
=iypisligsp) =0, (142)
Ocs = jlirilailillo) = ilirildvlivi i)
= jljrdllir)
0
= jidtlirsgy) =0,  (143)

0

/—’H
Oca = jlirilivilil0) = iliril g, li ) = 0. (144)

Portanto, temos que
Helis) = 0]ws).

Como Hylihs) = 0|¢s) e Helys) = Ofebs), da Eq.128,
temos que

(145)

H|ips) = 0[ws). (146)

Agora, vamos analisar o operador Hamiltoniano H apli-

cado em |¢)4) = f( $ I - J¢]¢)|0>

H\pa) = (Hy, + He)|iha).

De maneira andloga aos demais estados, analisaremos
primeiramente Hj,, entao

(147)

An Ap,2
Hh|¢4 Z UJUZT i UJU]?JJ,
(148)
Ap,3 Ap,a

/—/ﬁ /—M
Jrj:[vla% [ j:[. ”]T]i)|0>
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Considerando o termo Ap ; da Eq. 148

Ah71 ZZU]UZTZVL \[ ZZU]UhTZi

(149)
Novamente, considerando ¢ =7, |, podemos abrir o so-
matorio da Eq. 149 da seguinte forma

0 0
—_—f— —

t
—\ﬁ(ﬁjﬂz‘m +iljyliriy)) = 0. (150)
Os termos na Eq. 150 sdo iguais a zero pelo fato de que
em ambos os casos um elétron no sitio j é aniquilado, mas
nao ha elétron no sitio j, o que leva o estado a ser com-
pletamente destruido [52]. Considerando agora o termo
Ap 2, temos que

Ap2 = it joilillo) = il joljrdy) =
it =

U4, . E ) t .. .
— | ? +1 = —= (|t43 + |2y; .
7 ( 1atlirds) + 41 dulirds) 7 (lig544) + ligs d1))

(151)
Analisando o termo Ay 3 da Eq. 148
Mua = =5 S sbiailil|0) = =5 3 el
V2
(152)
o que leva a
t
Aps=——= jhi,|ipi 153
h,3 NG ;JU liriy) (153)
t
= —— ety ) + 92|10 )
ﬂ<JTT|T¢> Jyiglipiy)
t
= ———=(|t1;91) + lirs91))- 154
\/i(‘ war) + livs4u)) (154)
Finalmente, o termo Ay 4 da Eq. 148 é dado por
Ah4 - \/*Z.]U%O'.]T.Ido \/*Z.]UZUUT.IL
t T T
= E(JT irljrdy) +iyiliry)) = 0. (155)

Novamente, note que a Eq. 155 é igual a zero pois um elé-
tron deve ser aniquilado no sitio 4, mas nao ha um elétron
para ser destruido, entdo o estado inteiro é aniquilado.
Considerando os resultados mostrados nas Egs. 150, 151,
154 e 155, temos que [52]

N t
Hpltha) = —= |ZT7]J,>+|N7]T>) \@(MTUUHQUT» =0.
(156)

3
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Analisando agora He aplicado a [1)4), temos

Ac Ac,2
. U 5 5%, e e
He = ﬁ(zimiuzhi fdwizulji (157)
Ac,s Ac,a
+ JTJT.th,'LT ¢ jTjTjijijT]i) |0).
Considerando apenas o termo Ac; da Eq. 157
U i +. 4. U+, 4. . .
Acq = ﬂziw uﬁ I|O> \/ithZIZ”ZTZQ
U . 4.
= ﬁlhﬂillﬁ
U . . .
= ﬁzhﬂuw (158)
U ;.
= EZHZO
u, .
= EVTZU-

“ : 1a )
Empregando a mesma “maquinaria” para o termo Ac,g,
temos

0

U U /—/H
Ao = ———iliriliiiT10 — il
2 o 1J13]10) = Rt iy |dtdy) = (159)

Para o termo A¢, 3 temos
/—’L
U U
Aes = —=jlrglaildl|0y = —=jljriliilivi,) = 0.
C3 = 5Itiilivi 110) it Juliriy)
(160)

Por 1ltimo, mas ndo menos importante, analisemos o
termo Ac 4 da Eq. 157

U U
A S S DRy O o T . T . ..
4= = 5hi R HOES — 5 Ll

U 5. 4.
—ﬁwm\m

U iy
il

161
_ 72 -Tl i) ( :
U
Portanto, He aplicado a |14) nos da
Helps) = \[|W¢) \/§|jTj¢>
) (162)

_U (liﬂwﬂﬁjw) _ Ula).
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Perceba que este é o primeiro termo na nossa andlise até
este ponto que nao resulta em zero! Finalmente, recap-
tulando os resultados das Eqgs. 156 e 162 [52, 112]

H|tpa) = Ulda). (163)

Calculando agora os auto-valores da Eq.102 aplicada a
[5) = J5(i}3] + i 4])[0), temos

H|ys) = (Hy + Ho)|s). (164)

Seguindo o mesmo protocolo das andlises anteriores, o
calculo da contribuicdo Hj serd feito primeiro, de tal
forma

ffh|1/)5> =7
(165)
L T
+ lea%‘h +J:[—ZGZ¢]T)|O>-
Comecando pelo primeiro termo EM, temos
Shy = ZZGJUZTJ 110y = ZZUJUIZT Ju)
0

= *%(%JHZT;]O +i)Jylirs )
t .. t ..
*ﬁmlﬁ = *E\ZTZJ (166)

Analisemos agora o termo =y 5 da Eq. 165

Z/LJJU“L"?T

t t
—— (i1 gylig; gr) il g ey = ———|ipig). (167
\/?( T]T|¢JT> ¢J¢|¢3T>) \/§|Tl> ( )

Para o termo Zj; da Eq. 165, temos

Shs = ——Zjazazmlo ZJUZJIZT Ju)
0
tog T b,
= —E(JT%HZT;JO +dlilirs ) = —ﬁbww (168)
Finalmente, o termo Ej, 4 da Eq. 165 é dado por
Epa = ngzaz 1410y = Zygzam Jr)
0
LGt Tl a0 il )
= ———(j1 ir]iy; ipliys
3t i g R gy
=l =~z i) (169)
) ANES /2 JrJ1)-



SciELO Preprints - Este documento é um preprint e sua situagéo atual esta disponivel em: https://doi.org/10.1590/SciELOPreprints.12120

Portanto, compilando os resultados para H 1|¥s) obtemos

Hyls) = 7(|W¢> + liviy) + |rdy) + 91d1))
- if@mm +20j3i)), (170)
[6)
iy ibs) = —2t %wm ), (T
Hylys) = —2t[¢s). (172)

Agora, analisando o termo associado & repulsdo coulom-
biana H¢ aplicado a [¢5), temos

50,1 EC’,Z
; U Gt 54, 4. 4
He sy = (i TzﬂTzulerz zwlzuiﬂ
V2t (173)
Ecs Ec.a

+ iliralaviti] + ilira il a)lo).

O termo E¢,; da Eq.173 é dado por

0

........

U +. 4.
= EZ$ZTZI|JT>
0
Ui—=""™—
= itliy; jp) = 0. (175)
E agora, o termo E¢ 3 da Eq. 173

= U

= ﬁ]’ijﬂ“iﬁ (177)
0

U i—"™]

= E]T Jrlirsjy) = 0. (178)
E por fim, o termo Z¢ 4 da Eq. 173
0
Eca= \/Qﬂmu’i it o) = VoG Juliy; jy) =0

(179)

Combinando entao as Eqs. 172, 174, 175, 178 e 179, fica-
mos com [52]

H|ys) = —2t|). (180)

22

No que segue, iremos por fim calcular os auto-valores de
H aplicados a |y6) = f(zi I T]¢)|O>

He) = (Hy + He)|is).

Primeiramente, Hj, serd aplicado a |1g), de forma que

(181)

T Th12

Z il jgili i1l

/—/\ﬂ
+ 'Lg]o]Th
Th,s Th,a

/—’ﬁ ——N—
+ jlla% 1+ Jlla]ﬂi) 10).-

Hlwe) =
(182)

Note que os termos T}, 1 e T, 4 sdo nulos, pois

ZZJJU’T il

_ it

= S ity
ﬁ -

Thi=

0
t ——
—— Z il Joliviy) =0, (183)
V2 <
ou seja, ao aplicar o operador j, ndao ha como destruir um
elétron no sitio j pois 0 mesmo estd vazio [118]. O mesmo

argumento pode ser empregado para o quarto termo da
Eq. 182

Tha=—=3 jlisilillo
ha ﬂ;]" +313110)

t PR
_ﬁ ZJ?;%JHJU

0
—
—ﬁ Z]i io|jTj¢> =0. (184)

Por isso, apenas os termos Yo e YTj 3 da Eq.182 sdo
nao-nulos, os quais resultam em

Tho= ——=Y iljsjljl0) =
\[ 1]

Z ibdoliris)

—%m;jﬁm;ﬁ».
(185)

Z ]JZU ‘ZTZ~L

= —E@JTIJTM+ZIJHJ¢J¢>) =

Thz=

ZMU% i}10) =

5 i) +liiin).
(186)

= —\ﬁ (]Tz¢|z¢z¢> —|—j¢z¢|szL>) - _

Portanto

[15)

= %WT; 3i) lig ) = =2fs). (187)

Hypg) =
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O mesmo deve ser feito para o termo associado & repulsao
coulombiana H¢
Yo Tc,2

A U 5 5. 1. St . of.
Holps) = E@WIWH +ifiriliyili|

(188)

Tcs Tca

+ glratavilal + ilarlala))lo).

Focando inicialmente apenas nos termos T2 e T¢ 3, te-
mos que

U+ . 5.
Yoo = ﬁl%llwimw
U . +. 4.
= \ﬁzhﬂlzuﬂjw
0

U . T’_H
= %ZTZT% iylris) =0, (189)

pois o termo % destréi um elétron no sitio i que estd
vazio. Um argumento similar pode ser empregado para
o termo Y 3, de modo que

0

+

U 4. 47 1.4
Yoz = ﬁj’ﬂ”i JJ,ZTZ¢|O> = 0. (190)

Portanto, os tnicos termos nao-nulos serdo Y¢,1 e T 4,
sendo T¢ 1 calculado da forma

tivitiyitit |0y =

Tou= Tphii i ﬁwmmw

= ﬁi%z‘jw
U i (. .
= ﬁlilﬂum (191)

U ;.
ﬁlhw
U . .
= ﬁ\%%>~
E agora tomemos o termo Y4 da Eq. 182

U U
Yo, = it sts tatigy = Yt st
C = SIiLII 110) N Lauliray)

U+ 4.
= EJMJIIJT)

U+ ...
= ﬁimm (192)
= \ﬁ]ﬁﬂ)

U,
= EUTJU-
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Logo, temos que
. U U
Helie) = —liriy) + —=|jrj
ce) ﬂ'”m ﬁ\JTu)
) (193)
1
= U ——=(Jiriy) + jrjs)) = Ulte)-
ﬂ(l 1iy) + 11d4)) = Ulte)
Combinando as Eqgs. 187 e 193 [52]
H|yp) = —2t|y)s) + Ulds). (194)

Note que os estados [i;), com ¢ = 1,2,3 e 4, j4 sdo
auto-estados do operador Hamiltoniano H e portanto
ja obtivemos seus respectivos auto-valores, conforme as
Eqgs. 120, 127, 146 e 163. Em outras palavras, ja obtive-
mos H|y;) = F;|¢;) parai =1, 2, 3 e 4, mas ndo para i =
5 e 6, conforme as Eqs. 180 e 194. Para encontrarmos os
auto-valores dos estados |¢5) e |1g) devemos “construir”
a matriz dada na Eq. 70, ficamos assim com [52]

o ((s|H|s) (6| Hts)
" <<w5ff|w6> <w6|fff|w6>>'

Comegaremos calculando o termo da primeira linha e pri-
meira coluna da matriz dada na Eq. 195, ou seja, o termo
<1/)5\ﬁ|g/}5>. Seguindo o resultado obtido na Eq. 180, sa-
bemos que ao aplicarmos o Hamiltoniano de Hubbard no
estado H |¢5) = —2t|1)s), portanto

(5| Hps) = (15| — 2t[1g).

Como o termo —2t presente na Eq. 196 é um nimero real,
podemos remové-lo da operac¢ao e assim obtemos

(195)

(196)

/—L
=2t (Y5 |1hg) = 0.

Como os estados [¢5) e |thg) sdo ortogonais entre si, ana-
logamente ao produto escalar entre dois vetores ortogo-
nais no contexto de algebra linear, temos que o produto
interno entre |¢5) e |1g) serd nulo, justificando assim o
resultado apresentado na Eq. 197. Empregando o mesmo
raciocinio, calcularemos agora o termo (¢g|H|1)5)

(197)

A /—'}‘ﬁ
(V6| H|tps) = =2t (g|tbs) = —2tL.

Novamente, em uma analogia direta com a algebra linear
[68], o produto escalar entre um vetor e ele mesmo é
igual a 1. Calculando agora o termo da segunda linha
e primeira coluna (15|H |¢) e relembrando o resultado
obtido na Eq. 194, temos

(Ws| Hps) = (s](—2t[s) + Ulabg)).

Utilizando os mesmos argumentos em termos de dlgebra
linear, obtemos

(198)

(199)

1 0

N — ——
(s|H|vpe) = =2t (Psibs) +U (Ys|tp6) = =2t (200)
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Analisando agora o termo da segunda linha e segunda
coluna, ou seja, (g|H|16) e empregando o mesmo raci-
ocinio, temos

(V6| H|vbe) = (|(—2t[1b5) + Ultbg))

0 1

—— —
= =2t (Ye|vh5) +U (Ys|vos) = U.
Substituindo os resultados obtidos na Eq. 195, obtemos

T — <¢5\ff|¢5> <1/J6|I:I‘1/)5> (0 =2
= (e feln) = (L ) oo

Neste ponto, fazemos uso da chamada equacao de auto-
valores e auto-vetores para H, leia-se [68]

oo — [ ((WslH1gs) (ol llws))
dectt K<¢5H|¢6> <¢6|H1/16>> E]I}v (203)

onde F sdo os auto-valores associados a 15 € g e I a ma-
triz identidade. Entao, substituindo a Eq. 195 na Eq. 203,
temos que [52]

aecir=| (5, ) -5 1)

(o) -G R = o

Portanto, calculando o determinante, temos que

(201)

(204)

o (205)

~E(U—-E)—4*=0 = E?-UE —4t* =0, (206)

de forma que os ultimos dois auto-valores E e F_ asso-
ciados, respectivamente, a |15) e |1)g) sdo dados por [52]

_U£VU? + 1612
2

Finalmente, considerando todas as auto-energias com-

Ey (207)

auto-estado auto-energia
1) By =0
2) Ey=0
) Es=0
4) E,=U
[5) Es; = (U++U? + 16t2)/2
lve) | Ee = (U — U2+ 16t2)/2

Tabela II. Auto-estados e suas respectivas auto-energias para o
dimero de Mott.

putadas para cada auto-estado, conforme a Tabelall, a
energia do estado fundamental, ou seja, a menor energia
do sistema, é associada a |1g), sendo dada por [52, 112]

U—+VU? +16t2

2 )
onde o sub-indice gs indica o ground-state, ou seja, o
estado fundamental. Neste ponto, sugerimos ao lei-

tor/leitora se referir a Fig. 1 da Ref. [112] onde sdo plota-
das todas as auto-energias em func¢do de U/t para uma

Ege = <0 VUt (208)
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visualizacdo apropriada de que a auto-energia associada
ao auto-estado [¢)g) é a menor. Note que em tal referén-
cia, os resultados das auto-energias dos seis estados pos-
siveis do sistema sdo mostrados, porém o passo a passo
detalhado nao é apresentado. Reescrevendo a Eq. 208,
obtemos

Eys =

(209)

Sl

[1- VT

Este resultado pode ser visto como a “cereja do bolo”,
pois nos da a dependéncia de E,s em termos de U e t
para o dimero de Mott. Analisando o caso limite onde
U/t se torna “muito grande”, ou seja, U — 00, o estado
fundamental correspondente [t),,) é [52]

1

[Ws) = 51300 = s ), (210)

o qual representa um estado isolante antiferromagnético
[52]. Mais especificamente, |1)4s) representa uma super-
posicao entre os estados com spin-up no sitio i e spin-
down no sitio j e vice-versa, sendo que ambos os estados
representam uma configuracdo antiferromagnética. Ja
para o caso no qual U/t — 0, ou seja, U — 0, o sis-
tema é metélico com [1ys) dada por [52]

1
[Wgs) = 5 (iri) + i gu) =i dn) + irge)). - (211)

Desta forma, a medida que U é “ligado”, os estados de
dupla ocupacéo |iqiy) e |j4j;) na Eq. 211 serdo suprimi-
dos continuamente até que o estado fundamental se torne
um isolante antiferromagnético e [1)4,) da Eq. 210 seja re-
cuperado, conforme Fig. 8.

B. Analisando a energia do estado fundamental do
dimero de Mott a luz do pardmetro de Griineisen

Em se tratando de fendmenos criticos, ou seja, a in-
vestigacdo de grandezas termodindmicas na vizinhaca
de pontos criticos, o ponto critico associado a transi¢ao
liquido-gés da agua constitui um proeminente exemplo,
visto que na proximidade deste ponto hd uma competi-
¢ao entre escalas de energia que d4 origem a um aumento
expressivo na entropia [120]. Neste regime, é dito que o
comprimento de correlacdo, o qual incorpora a distancia
maxima em que duas particulas “se perceberao”, também
aumenta expressivamente, ou seja, flutuagoes criticas sao
observadas em todas as escalas de comprimento do sis-
tema [121]. Neste contexto, o chamado pardmetro de
Griineisen efetivo I'c yy ¢ uma ferramenta apropriada para
se explorar fendmenos criticos, visto que o mesmo incor-
pora diversas grandezas fisicas como a expansao térmica
e o calor especifico, por exemplo, os quais quantificam
variacoes de entropia em funcao de T' e de um parametro
de controle. Vale mencionar que I'cy; incorpora a cha-
mada razao Griineisen I', a qual representa a contribuigao
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Figura 8. Representagdo esquemética da evolugdo da densidade de
estados [do Inglés: Density of States (DOS)| & medida que a repul-
sdo coulombiana U entre elétrons no mesmo sitio da rede cristalina
aumenta. Em a), ndo hé repulsdo coulombiana (U = 0), de modo
que a DOS assume a forma de uma semi elipse. Em b), U agora
possui um valor finito, portanto, a DOS comega a ser alterada. Em
¢), a DOS continua a ser afetada com o aumento de U. Em d), U
alcanca um valor critico (U/W) = 2, onde W ¢é a largura de banda,
fazendo com que seja energeticamente favoravel para o elétron loca-
lizar, devido ao fato de que, para que dois elétrons de spins opostos
ocupem duplamente o mesmo sitio, é necessario “pagar” uma ener-
gia de valor igual a U, de modo que o estado de menor energia é
aquele em que os elétrons estdo localizados e apresentam ocupa-
cdo simples. O caréter localizado dos elétrons pode ser visualizado
pela abertura da lacuna de energia U entre as bandas com energia
(Er —U/2) e (Erp +U/2), onde Ef é a energia de Fermi. Figura
baseada na Ref. [119].

singular de I'c¢s e é definida como [122, 123]

r=2% _ (3 >__1@_ <6T>

o T(5E), T(%), %
(212)

sendo oy a expansdo térmica, ¢, o calor especifico, F
a energia livre, S a entropia e g um parametro de con-
trole como campo magnético ou pressdao, por exemplo.
Note que a Eq. 212 diz respeito a razdo Griineisen I' [122].
Logo, medidas sistematicas de expansao térmica e calor
especifico permitem explorar fené6menos criticos no labo-
ratério [15, 16, 21, 22]. No entanto, para T = 0K a
entropia é igual a zero de acordo com a terceira lei da
Termodindmica e tanto I' quanto I'cyy se tornam inde-
terminados [123]. Isto s6 é valido para a consideragéo
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de sistemas cristalinos perfeitos, sem nenhum tipo de de-
sordem, visto que em sistemas reais, spin-ice por exem-
plo, S apresenta um valor residual mesmo em 7= 0K
[124]. Visando estender o conceito de I' para fenémenos
genuinamente quanticos, ou seja, T' = 0K, alguns de nés
recentemente propusemos uma versao quantica do para-
metro de Griineisen I'°% em analogia & definicdo de T,
sendo definido como [123]

(55)
dhd

oK — A9 (213)

(&)
Oh?

onde Ej € a energia do estado fundamental e h um ou-
tro parametro de controle ou escala tipica de energia do
sistema. Portanto, & luz de T'°K, ser feita no que segue
uma andlise para Ey = Egy, obtida através da diagona-
lizagdo do Hamiltoniano de Hubbard para o dimero de

Mott. Consideramos inicialmente h = U e g = t, sendo
t oc W [125], e calculamos (92 Ey/0toU) da forma

OP’Ey  0* [U—-VU?241612 (214)
otoU — otoU 2
10 ou\  ovU? +16t° (215)
20t |\oU ou
10 U
=-=(1- —=— 216
2 Ot < VU2 + 16t2) (216)
S CU— (217)

(U2 + 1612)3/2

Derivando agora o termo no denominador da Eq. 213

PEy 10 (1 U )

ouz 20U VU +16t2) 7
82

RUESTERE

(218)

Agora, substituindo as Eqs.217 e 218 na Eq.213, T%K
resulta em

8Ut

1 @wrrwepz 1
% = 5 = (219)
7(U2+16t2)3/2

Analisando os casos limites, temos que para t - 0 —
' — o0 e ao considerar t — co = I'’K — 0. Cal-
culando agora 'K para o caso em que h =t e g = U,
temos que a derivada cruzada de Ey em relacadoate U é
dada pela Eq.217. Considerando a segunda derivada de
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Fy em relacao a t, temos

PEy, O (U ~ VU2 + 16t2>

ot? ot? 2
19 <8U NG 16t2>
__ o] 8
Ot (U2 +16t2)1/2
U2
- (U2 + 16t2)3/2°
Portanto, T'9¥ ¢ obtido da forma
8Ut
1 wzx16t2)372 1
FOK:_,% :_5_ (221)

h (U2+16t2)3/2

Novamente, analisando os casos limites da Eq.221 te-
mos que para U — 0 = T — _o0 e para U —
oo = TI%% — 0. Vale mencionar que as escalas de
energia tipicas de t e U sao da ordem de t = 0,25eV
e U = 0,78eV em sistemas quase-bidimensionais da
classe k-(BEDT-TTF);Cu(NCS)2 na fase antiferromag-
nética de Mott [114]. Para fins comparativos, a energia
térmica associada a temperatura ambiente (T' = 300K) é
da ordem de 0,0259 €V. Note que com base nas expressoes
para 'K dadas pelas Eqs. 219 e 221 e nos limites apresen-
tados, ndo extraimos muita informacao fisica. Seguindo
discussodes da Ref. [123], como temos uma competicio en-
tre escalas de energia, leia-se U e ¢, devemos analisar se-

o
N

s
>
Q
HJO
< 1) -21 ‘
ll\ 0,1 B 0 6 N 12 18_
) “ >
So IC) |D)
N@ .mq ‘ ’
o
! metal isolante
0’0 1 1 1
0 5 10 15 20
A=Ut <«— Pressao

Figura 9. Segunda derivada —U(0%2E(/0U?) e derivada cruzada
(8%2E/0Udt) da energia do estado fundamental FEo para o dimero
de Mott. Para valores de U/t pequenos, ou seja, U — 0, o sistema
é metdlico com uma superposicdo entre os estados |C), |D), |E) e
|F) [52]. Ao se aumentar a magnitude de U/t os estados com dupla
ocupagdo sdo suprimidos e, no regime de U/t — oo, o sistema
se torna um isolante do tipo antiferromagnético [52]. Note que
U/t < P71, onde P é a pressio aplicada [126]. Inset: Eo versus \.
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paradamente o numerador e denominador de I'% em fun-
¢do do pardmetro de controle A = U/t, o qual do ponto
de vista experimental corresponde & aplicacdo de pres-
sdo. Ao fazermos tal andlise, conforme a Fig. 9, observa-
mos que I'°K atinge um valor maximo para A ~ 2,84, o
qual indica uma mudanga de regime no sistema. Estrita-
mente falando, aqui ndo podemos utilizar o termo tran-
sicdo de fase pelo fato de estarmos analisando apenas 2
sitios. Para valores de U/t pequenos, ou seja, U — 0, o
estado fundamental do sistema é delocalizado (metal) e
governado pela competigdo entre os estados |C), |D), | E)
e |F) (Fig.9) [52]. Ao aumentarmos U, os estados de du-
pla ocupacdo sao continuamente suprimidos até que para
valores de U/t “muito grandes”, ou seja, U — 00, 0 sis-
tema se torna um isolante do tipo antiferromagnético com
seu estado fundamental dado pela superposigio entre |C)
e |D), conforme a Fig.9 [52]. Experimentalmente, para
sistemas reais, ocorre uma transicao de isolante para um
metal ao se aplicar pressao hidrostatica (Fig. 1), conforme
observado para metais moleculares, ou seja, U/t o P71,
onde P é a pressio aplicada [126]. O maximo em 'K
(Fig.9) indica o valor de A no qual a “competicao” en-
tre as fases metéalica e isolante é méaxima, sendo a fase
metalica dominante para A < 2,84 e a isolante para A >
2,84. Em outras palavras, ao analisar o comportamento
de Fp em funcdo de A, cf. inset da Fig.9, nota-se que
Ey varia mais expressivamente para A < 2,84. Porém, a
determinacao do valor exato de A no qual ha uma vari-
acdo maxima de Ej se torna possivel através da analise
em termos de I'°K. Desta forma, o pardmetro de Grii-
neisen se mostra como uma ferramenta importante para
se detectar esta mudanca de regime, bem como para se
explorar pontos criticos [16, 120-123, 127, 128]. Ainda,
vale mencionar que a investigacdo do dimero de Mott
considerando componentes de campos elétrico e magné-
tico no Hamiltoniano de Hubbard é reportada [129], bem
como a exploracdo do dimero de Mott no contexto do
Hamiltoniano de Hubbard estendido [130].

IV. “FERRAMENTARIA” TEORICA
ADICIONAL

Existem tratamentos teéricos mais complexos do que
os apresentados até aqui, sendo um caso que merece des-
taque a abordagem do Hamiltoniano de Hubbard que
considera dimensdes infinitas (d = oo) [131]. Através
do uso de teoria de perturbagdo, fungoes de onda va-
riacionais e a aproximacao de campo médio, é possivel
obter a auto-energia do estado fundamental, a qual for-
nece uma boa aproximagcdo para o caso d = 3 [131, 132].
Vale ressaltar que ao se tomar o limite d — oo os paréa-
metros que aparecem no Hamiltoniano de Hubbard de-
vem ser reescalados a fim de que tanto a energia cinética
quanto potencial em cada sitio sejam finitas [131]. Dis-
cutiremos a seguir brevemente alguns modelos tedricos
e approaches usados para descrever sistemas eletronicos
fortemente correlacionados em diferentes contextos.
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A. Um touch sobre a celebrada teoria BCS

O fendmeno da supercondutividade pode ser visto
como um dos topicos mais intrigantes na Fisica, visto
que, conforme discussOes anteriores, ao atingir uma fase
supercondutora o material conduz corrente elétrica sem a
dissipacdo de energia através do efeito Joule [34]. Desde
a sua descoberta em 1911 por K. Onnes (1853 — 1926),
tal fase da matéria vem despertando interesse na comu-
nidade cientifica. Neste contexto, diversos modelos te-
oricos foram propostos para tentar explicar a fase su-
percondutora e no presente trabalho faremos uma breve
revisdo acerca de um desses modelos, a renomada teoria
BCS. Embora proposta hé varias décadas, mais especi-
ficamente em 1957 [36], a teoria de maior sucesso até o
momento na descrigdo da fase supercondutora é a teo-
ria BCS, proposta por John Bardeen (1908 - 1991), Leon
Cooper (1930 - 2024) e John Robert Schrieffer (1931 -
2019), cujo Hamiltoniano é dado por

fBCs — Z Exnj, + Z |Ek|(1 — TLEU) + ﬁCoul“l‘

k>kp k<kp
2 1 . I .
+1 2hw, | M| L L
)
2 . (Ek — Ekn)? — (hwy)?
k,k' ,o,0" R

(222)
onde o primeiro termo do lado direito do Hamiltoni-
ano dado pela Eq.222 esta associado a energia cinética
dos eletréns que estao acima do nivel de Fermi, sendo
Er = (Ey — Er) a chamada energia de Bloch medida em
relacdo a Er, o segundo termo se refere a energia cinética
dos buracos que estao abaixo do nivel de Fermi; Hcoul,
conforme a notagdo usada no artigo original [36], se re-
fere a energia de repulsdo coulombiana entre os elétrons
e, por ultimo mas ndo menos importante, o termo final
estd associado & interacdo elétron-fonon M, sendo wy
a frequéncia do fonon e K o vetor transferéncia de mo-
mento entre o fénon e o elétron. Tal interacao atrativa
entre elétrons e fénons no sistema dé& origem aos cha-
mados pares de Cooper. Em outras palavras, os pares
de Cooper sao pares de elétrons cuja interacdo é medi-
ada por fénons. No entanto, ao elevarmos a temperatura
do sistema acima da temperatura de transicao, os pares
de Cooper sao “quebrados” e entao a fase supercondu-
tora é suprimida. Encontrar um material que apresente
uma fase supercondutora préximo a temperatura ambi-
ente constitui um topico atual de pesquisa, bem como a
teoria para explicar esse fen6meno. Antes de encerrarmos
esta Secdo, ressaltamos que além de ser um fisico laure-
ado com o prémio Nobel pela proposta da teoria BCS,
juntamente com J. Bardeen e J.R. Schrieffer, L. Cooper
também era neurocientista [133].

B. O modelo de Fermi-Hubbard

Outras “variantes” do modelo de Hubbard podem
ser utilizadas dependendo do sistema fisico de interesse.
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Aqui vale mencionar o modelo de Fermi-Hubbard, usual-
mente aplicado para o caso de armadilhas épticas, cujo
Hamiltoniano é dado por [134]

AFH _ —tz (ajgaiﬂg + H.c.)
+ UZ g 4+7, + Z Eifi o, (223)

onde ¢; estd associado ao potencial da armadilha éptica.
Em suma, o Hamiltoniano dado pela Eq.223 se difere
do Hamiltoniano da Eq.68 pelo termo Zwami,g. O
Hamiltoniano dado pela Eq. 223 vem sendo émplamente
utilizado na exploracao das propriedades fisicas dos cha-
mados férmions ultra frios [134].

C. O modelo de Bose-Fermi-Hubbard

Ainda, considerando a presenca de interacdo férmion-
béson, o modelo de Hubbard pode ser estendido para o
chamado modelo de Bose-Fermi-Hubbard [135]

N U
FB T t A
H"” =—tp EZ (bl- bit1+ biﬂbi) + Bl g ni(f; — 1)
—tp E (a;raH_l + (II_HCLZ‘) +V E M, (224)

onde tg e tp representam o termo de hopping relacio-
nado aos bésons e férmions, respectivamente; b' e b aos
operadores bosbnicos de criagdo e aniquilagdo, m o ope-
rador nimero bosdnico e V a interagdo entre férmions
e bosons. Note que o ultimo termo do lado direito da
Eq. 224 representa a interacao entre férmions e boésons,
o qual é importante para se investigar sistemas onde a
interacgdo, por exemplo, entre elétrons (férmions) e fo-
nons (bdsons) é relevante, como é o caso da supercondu-
tividade [136]. Ainda, outras “variantes” do modelo de
Hubbard sdo reportadas na literatura e exploradas am-
plamente, como o chamado modelo de Hubbard-Holstein,
o qual leva em consideragao no Hamiltoniano de Hubbard
o acoplamento elétron-fonon [137]. Desta forma, fica evi-
dente que o aprofundamento e o entendimento sobre as
inimeras variantes do modelo de Hubbard é um tema que
dé origem a diversas ramificagoes de linhas de pesquisa
no campo de sistemas eletronicos fortemente correlacio-
nados. Indo além do modelo de Hubbard e suas varia-
¢oes, faremos no que segue uma breve discussao sobre o
modelo de Anderson de uma tnica impureza.

D. O modelo de Anderson de uma impureza

Motivado pela descoberta de um comportamento ano-
malo na resisténcia elétrica em alguns metais de transigao
devido & presenca de impurezas magnéticas [138], P.W.
Anderson (1923 — 2020) fez a proposta do que viria a
ser chamado de modelo de Anderson de uma impureza
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visando explicar tal comportamento até entao nao pre-
visto na teoria [139]. O celebrado modelo de Anderson,
proposto por P.W. Anderson, o qual, em palavras sim-
ples, pode ser visto como uma “ferramenta” para des-
crever as propriedades fisicas de metais na presencga de
uma impureza magnética [139], é discutido no que segue.
Tal modelo também ¢é descrito em linguagem de segunda
quantizagdo e seu Hamiltoniano é dado por [139]

Hog Hogq

JyAnderson _ Z ekazaa’w + ed(aIlTadT + ajuadi)
k,o

Heorr Hsa

—_—N—
+ Ua:;TadTaj;iadi + Z Vak (a;fmada + a;oakg),
k,o

(225)

onde o termo Hyy representa a energia nao-perturbada
dos elétrons livres considerando a energia cinética € de
um elétron com momento k£ na banda de condugao, Hyg
a energia dos estados na camada d da impureza, H.opr
(seguindo a notacdo original de Anderson [139]) leva
em conta a repulsdo coulombiana no sitio da impureza
quando o mesmo estd duplamente ocupado e, por fim,
H,, se refere a contribuicdo de hibridizacdo que acopla
a banda de condugdo com a impureza através do termo
de hibridizacao Vy. O modelo de Anderson é relevante,
em particular, para o entendimento do efeito Kondo e da
Fisica de pontos quanticos [140]. En passant, o modelo
de Hubbard em dimensoes infinitas, conforme discutido
na Secdo IV, pode ser aproximado para o modelo de An-
derson de uma impureza. Porém, ainda é necessario co-
nhecer a dependéncia com a frequéncia da auto-energia
do modelo da impureza de Anderson, sendo uma exce-
lente aproximagao obtida através da técnica do grupo de
renormalizagdo numérico [141].

E. O modelo de Su—Schrieffer—Heeger (SSH)

Além dos modelos tedricos até entao discutidos, ou-
tro modelo importante que merece destaque é o modelo
Su—Schrieffer—Heeger (SSH), o qual incorpora o nome dos
trés cientistas que o desenvolveram: Wu-Pei Su, John
Robert Schrieffer e Alan J. Heeger, sendo os dois ultimos
agraciados com o Prémio Nobel, respectivamente, pelo
desenvolvimento da teoria BCS da supercondutividade
e pela contribuicdo na area de polimeros condutores, os
chamados metais sintéticos. O modelo SSH é utilizado
para descrever sistemas unidimensionais com ligac¢oes al-
ternadas, sendo fundamental no estudo, por exemplo, de
isolantes topolégicos [142]. O Hamiltoniano do modelo
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SSH é dado, conforme as Refs. [143, 144], por
FISSH = — Z (ti+17iaz+1gaia + HC)
1 2
+ Z iK(Ui+1 — u;)
1
+ Z 5 M. (226)

O primeiro termo da Eq. 226 representa o hopping ti41.;
dos elétrons com spin o entre sitios vizinhos i e (i + 1),
sendo t;11; = to—(ui+1 —u;) [143], onde tg é o termo de
hopping para a cadeia ndo dimerizada, 9 é a constante de
acoplamento elétron-rede e u; a posi¢ao de equilibrio do
atomo sitio 7. O segundo termo quantifica a componente
elastica associada aos atomos da rede como osciladores
harmonicos acoplados. Por fim, o terceiro termo repre-
senta a energia de vibragdo dos atomos da rede, sendo
M a massa dos fons e u; = du;/dt a velocidade de deslo-
camento em torno de u;. O modelo SSH tem sido, desde
entdao, um exemplo paradigméatico na descricio de um
sistema unidimensional que suporta o fracionamento de
carga [145] e cardter topoldgico [142], sendo tema atual
de pesquisa [146] e particularmente relevante para des-
crever solitons no polyacetileno [147].

F. O modelo t-J

Outro modelo importante para se explorar fené6menos
eletronicos fortemente correlacionados é o chamado mo-
delo ¢-J, cujo Hamiltoniano é dado por [148]

FIt_J = —tZ(l — Tlif})a;rgaja(l - nja) + JZ S’; . gj,
ijo ij

(227)
onde J =2t?/U, 6 =—ce S; e .S:; sao os chamados ope-
radores de spin. O modelo é uma versdo do modelo de
Hubbard no limite U > W [148] e descreve o hopping de
elétrons para sitios vizinhos excluindo sitios que ja estao
ocupados, o qual é quantificado pelo termo (1 —n;z). Tal
caracteristica do Hamiltoniano de nao “permitir” esta-
dos duplamente ocupados é equivalente ao aparecimento
de uma interacao de troca efetiva J entre elétrons em si-
tios vizinhos [148]. O modelo ganhou muita popularidade
depois que P.W. Anderson sugeriu que as propriedades
eletronicas de supercondutores de alta temperatura cri-
tica do grupo de 6xidos metéalicos podiam ser descritas
pelo Hamiltoniano da Eq. 227 [149].

G. O estado da ligagdo de valéncia ressonante [do
Inglés: Resonance valence bond (RVB)]

O chamado estado da ligacdo de valéncia ressonante
(RVB), ou também conhecido como liquido quéntico de
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spin, foi proposto por Anderson em 1973 [150] e foi re-
visitado por este em 1987 na tentativa de se explicar su-
percondutividade em altas temperaturas em cupratos, ou
seja, sistemas que contém 6xido de cobre CuOs, conside-
rando que o mecanismo de formagao de pares de elétrons
estd naturalmente embutido na estrutura de tais siste-
mas [149]. Neste ponto, vale mencionar que o liquido de
spin é uma fase exdtica da matéria onde nao hé a quebra
de simetria rotacional dos spins, ou seja, ndo ha ordena-
mento magnético de longo alcance mesmo em baixissimas
temperaturas [151, 152]. A ligacdo quimica de dtomos
vizinhos de Cu se dd por meio de compartilhamento de
elétrons de valéncia com spins opostos. Normalmente,
tal ligagdo mantém estes pares de elétrons “ligados” mas
localizados [149]. No entanto, quando o sistema é do-
pado, os pares de elétrons se tornam itinerantes e as liga-
¢oes de valéncia se transformam em pares de Cooper que
se condensam em um estado supercondutor [149]. Vale
mencionar que o modelo RVB se refere & uma proposta de
estado fundamental para um sistema dopado em termos
das ligacoes de valéncia ressonantes e pode ser aplicado,
por exemplo, tanto para o modelo de Hubbard quanto
para o modelo ¢t-J [149]. Em outras palavras, a dopa-
gem em sistemas do tipo cuprato da origem ao carater
itinerante do par de elétrons inerente da ligagdo de va-
léncia entre os atomos de Cu, o qual estd naturalmente
incorporado nos modelos de Hubbard e ¢-J no termo de

hopping.

H. Uma panoramica sobre a Teoria do Funcional
da Densidade

A busca por uma teoria que descreva o problema de
muitos corpos na Mecanica Quéntica é tépico de inte-
resse desde a criagdo da mesma [153, 154]. Neste con-
texto, P. Hohenberg (1934 — 2017) e W. Kohn (1923 —
2016) propuseram o que viria a ser chamado Teoria do
Funcional da Densidade [155]. A Teoria do Funcional
da Densidade é uma das abordagens mais populares e
bem-sucedidas da Mecanica Quantica para o estudo de
propriedades estruturais, eletronicas, Opticas e magnéti-
cas de sistemas de muitos corpos [156]. Na Mecénica
Quantica elementar, o estado de um sistema é completa-
mente descrito por sua fungdo de onda (7, t). No caso
do dimero de Mott, discutido na Se¢ao IIT A, ha apenas
dois sitios e dois spins, resultando em seis fungoes de
onda. Assim, é possivel determinar a energia do estado
fundamental de forma analitica. Entretanto, a funcao de
onda de um sistema de N particulas é definida em um
espaco de configuragoes 3/N-dimensional e um espago de
spin com 2V estados fermidnicos possiveis. Nesse cena-
rio, a descri¢cao analitica dos estados de sélidos torna-se
invidvel [157]. Em 1964, Walter Kohn e Pierre Hohenberg
[155] demonstraram formalmente que a densidade eletro-
nica n(7) descreve univocamente o potencial externo do
sistema, podendo, portanto, ser utilizada como varidvel-
chave na formulacdo de uma abordagem para determinar
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a energia do estado fundamental. Um coroldrio impor-
tante mostra que qualquer grandeza, como por exemplo
a energia do estado fundamental do sistema, é um fun-
cional da densidade, E[n|. Dai a denominacao de Teoria
do Funcional da Densidade[do Inglés: Density Functi-
onal Theory (DFT)]. Tal formalismo é particularmente
vantajoso para a implementacdo computacional de solu-
¢Oes numéricas para sistemas de muitos corpos, pois n(7)
depende apenas das trés coordenadas espaciais e nao di-
retamente do niimero de particulas. O problema, no en-
tanto, é que nao ha uma prescrigdo para a obtencao do
funcional exato. Em 1965, Walter Kohn e Lu Jeu Sham
[158] apresentaram um método autoconsistente, andlogo
ao método de Hartree-Fock [159], implementando na pra-
tica o formalismo da DFT. Nesta proposta, Kohn e Sham
propuseram resolver equagdes do tipo-Schrédinger de um
sistema auxiliar nao interagente sob acao de um potencial
efetivo

v2
2 + Vext + Vi + Vie SDFS = EFSSDFS ) (228)
onde X% sdo os denominados orbitais de Kohn-Sham e

representam funcoes de onda auxiliares que descrevem
elétrons “ficticios” nio interagentes, eXS sio os auto-
valores associados a cada orbital, Ve (7) é o potencial
externo, geralmente o potencial nuclear no caso de ato-
mos e moléculas, Vg (7) = [ %n(f")d%’ ¢ o potencial
de Hartree e Vi (F) = %(F)EXC [n] é o potencial de troca
e correlagdo, que contém os efeitos quinticos da repul-
sao entre elétrons, sendo obtido pela derivada funcional
da energia de troca/correlagdo, Ex.. O vinculo entre o
sistema auxiliar de Kohn-Sham e o sistema de particulas
interagentes se d4 impondo que ambos tenham a mesma

densidade, de forma que podemos escrever

Nocup

n() =3 o]

onde Nogyp € 0 ntiimero de orbitais ocupados. Esta for-
mulacdo de Kohn-Sham motivou a implementacao da
DFT em cédigos computacionais, culminando no pré-
mio Nobel de Quimica de 1998 atribuido a Walter Kohn
e John A. Pople [160]. Embora a DFT seja uma
teoria exata, sua implementacdo por meio das equa-
¢oes de Kohn-Sham, conforme as Egs.228 e 229, in-
sere evidentemente algumas imprecisdes inerentes ao mé-
todo. Uma das principais esté associada ao potencial de
troca/correlagdo, obtido a partir da derivada do funcional
de troca/correlagdo e que descreve os efeitos puramente
quénticos de troca/correlagio. Este termo é fundamental
na implementagdao da DFT, mas sua forma exata mesmo
na formulacdo de Kohn-Sham é desconhecida, exigindo
assim aproximagoes. A primeira aproximacao para o fun-
cional de troca/correlagdo Ey.[n] é a chamada aproxima-
¢do de densidade local [do Inglés: Local Density Approxi-
mation (LDA)], proposta por Kohn e Sham ja no traba-
lho seminal de 1965 [158]. A LDA assume que, em cada

(229)
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ponto, a densidade eletronica de um sistema real pode
ser tratada como se correspondesse a densidade de um
gas homogéneo de elétrons interagentes. Desta forma, a
energia de troca/correlacdo é estimada localmente, con-
siderando que os efeitos eletronicos em cada regido do
espaco sao analogos aos de um sistema uniformemente
distribuido. O termo de troca é conhecido analiticamente
e o termo de correlacao pode ser calculado com precisao
arbitraria. A LDA fornece relativamente bons resulta-
dos para estruturas eletronicas de sélidos, parametros de
rede, energias de coesdo e propriedades magnéticas de
metais de transicdo. Apesar de subestimar gaps eletroni-
cos, descreve bem bandas eletronicas e ligagoes quimicas
em sistemas cristalinos.

Outra aproximagao importante para o funcional Ey.[n]
é denominada aproximacao do gradiente generalizado
[do Inglés: Generalized Gradient Approzimation (GGA)],
que leva em consideragdo o gradiente da densidade ele-
tronica, ﬁn(F), enquanto a LDA considera apenas a den-
sidade local. Exemplos de funcionais GGA incluem a
importante implementacao de Perdew—Burke—Ernzerhof
(PBE) [161]. A inclusdo da dependéncia do gradiente da
densidade permite que o GGA fornega descri¢bes mais
precisas de sistemas com variacoes rapidas na densidade,
como moléculas, superficies e sistemas com fortes gradi-
entes de densidade como sélidos cristalinos complexos, in-
cluindo sistemas com defeitos pontuais e ligas. A aproxi-
magao do gradiente meta-generalizado (meta-GGA), por
sua vez, é uma extensdo da aproximacdo GGA para o
funcional de troca/correlagdo na DFT. Enquanto a GGA
depende de n(7) e de Vn(7), a meta-GGA inclui uma de-
pendéncia adicional do Laplaciano da densidade V2n(7)
ou da densidade de energia cinética 7(7), que é a densi-
dade da energia cinética orbital-resolvida. Tal inclusao
aprimora a precisdo na descrigdo dos efeitos de correla-
gdo/troca, embora aumente o custo computacional dos
calculos. Além destes funcionais, os funcionais hibridos
sdo uma importante classe de funcionais na DFT que
combinam parte do termo de troca exato, obtido do for-
malismo de Hartree-Fock, com funcionais aproximados
de troca/correlacao da DFT, como GGA ou meta-GGA

Epirido — gBIF 4 (1 - a)EP* + EPTT, (230)

onde a é um parametro ajustdavel, geralmente determi-
nado empiricamente ou por primeiros principios. Essa
abordagem visa corrigir deficiéncias dos funcionais pura-
mente baseados na densidade, especialmente a subesti-
macao dos gaps eletronicos e a descricao inadequada de
estados excitados. A combinacdo de uma fragao da troca
de Hartree-Fock ENY com a troca de um funcional DFT
EPFT além de um termo de correlagio, resulta em uma
descrigao mais precisa das interagoes eletronicas, embora
a um custo computacional maior. Exemplos de funcio-
nais hibridos incluem o B3LYP [163], o PBEO [164] e o
HSEO06 [165], que sdo amplamente utilizados em célculos
de moléculas e solidos.

Vale mencionar que ferramentas de inteligéncia artifi-
cial (IA) estao sendo amplamente utilizadas para auxiliar

30

L d -
v
L
v

* * .

v
m a:

L v

ﬁ m -
v v

Figura 10. Molécula de benzeno (CgHg), onde os dtomos na cor
preta sdo C e os na cor branca H, e seus respectivos orbitais mo-
leculares, sendo que as cores azul e vermelho representam as duas

fases opostas da parte orbital da funcdo de onda. Figura gerada
com base nos cédigos disponibilizados na Ref. [162].

a chamada area de Ciéncia de Materiais Computacionais,
tanto no “treino” de redes neurais para simular a dina-
mica molecular e se obter as propriedades estruturais e
fisicas do sistema, quanto na realizagdo de tarefas mais
simples, como escrever um script de visualizagado de da-
dos [166, 167]. Atualmente, com o uso de IA em tal drea,
avancos significativos estao sendo feitos na predicao das
propriedades de sistemas de interesse, bem como em si-
mulagdes da sintese de determinados compostos [168], fa-
zendo com que em muitos casos a [A e a robotica sejam
unidas na busca pela descoberta de novos materiais com
potencial de aplicagoes tecnoldgicas [169]. Apresentamos
aqui um exemplo da utilizacao de DFT para se gerar or-
bitais moleculares na molécula de benzeno (CgHg) como
um caso de estudo. A Fig. 10 mostra a molécula de ben-
zeno e os 16 orbitais moleculares da molécula obtidos
via calculo de primeiros principios utilizando o software
Quantum Espresso [170]. A Fig. 10 demonstra a utiliza-
¢ao do DFT para um caso de estudo real, os quais podem
ser estendidos para situacoes fisicas mais complexas, ver,
por exemplo, as Refs. [152, 171].

I. Teoria do Funcional da Densidade (DFT) 4+ U

Embora os funcionais LDA e GGA fornecam resulta-
dos confiaveis e robustos para diferentes propriedades de
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sélidos, tais funcionais enfrentam importantes limitagoes
ao lidar com a descricdo de sistemas eletronicos forte-
mente correlacionados, tais como a fase de isolante de
Mott em muitos compostos de metais de transigao [172],
principalmente devido a falta de aproximagdes eficazes
e métodos computacionais apropriados, além do desa-
fio fundamental de obter informagoes sobre correla¢oes
entre particulas com base apenas na densidade de uma
unica particula [173]. Em sistemas eletronicos fortemente
correlacionados, o estado de cada elétron depende do es-
tado dos outros elétrons do sistema, que estdo acopla-
dos, ou correlacionados entre si, por meio da interacao
de Coulomb. Assim, trata-se de um problema real de
muitos corpos e a situagdo é muito diferente do com-
portamento de um gas eletrénico homogéneo. Embora
funcionais meta-GGA e hibridos possam melhorar a des-
crigdo de sistemas moderadamente correlacionados, os
mesmos também apresentam dificuldades inerentes em
“capturar” adequadamente os efeitos de forte correlacao
eletrénica, necessitando assim de abordagens adicionais,
como a inclusdo de corre¢bes de Hubbard na DFT, mé-
todo denominado DFT+U [174, 175], ou métodos além
da DFT, como a Teoria de Campo Médio Dindmico [do
Inglés: Dynamical Mean-Field Theory (DMFT)] [176].
O formalismo DFT+U é comumente utilizado para des-
crever bandas parcialmente preenchidas de elétrons d ou
f quando ha uma forte interacdo nao local entre os elé-
trons localizados. A interacao de Coulomb para a dupla
ocupagao do mesmo nivel de energia como no modelo de
Hubbard requer um valor elevado de U se o auto-estado
é localizado, o que ndo é bem descrito pelos funcionais
LDA e GGA. Seguindo o modelo de Hubbard, conforme
a Eq.68, o formalismo propde introduzir um termo de
Hubbard U sobre a energia total obtida no formalismo
Kohn-Sham DFT (LDA ou GGA) [172], da forma

UN(N —1)

3 , (231)

U
EDFT+U _ pDFT 5 anj _
7]

onde n; descreve os nimeros de ocupacao dos orbitais lo-
calizados d ou f e N representa o niimero total de elétrons
nestes orbitais, ou seja, N = . n;, com o sub-indice ¢
podendo incluir spin. O DFT+U ¢ relativamente “ba-
rato” em termos computacionais e amplamente imple-
mentado nos principais cédigos da DFT, como VASP,
Quantum Espresso e SIESTA, dentre outros. O DFT+U
corrige a subestimacao do gap de energia em isolantes de
Mott, fornecendo melhores estimativas para propriedades
eletronicas de sistemas com elétrons 3d e 4f. Entretanto,
o valor de U nao é determinado automaticamente, a pri-
ori, geralmente sendo ajustado empiricamente ou calcu-
lado por métodos como o da Aproximacio de Fase Ran-
démica [do Inglés: Random Phase Approzimation (RPA)]
[177], DFT restrita [178], Gunnarsson [179] e o de res-
posta linear [180]. Timrov, Marzari e Cococcioni pro-
puseram um cédigo computacional que implementa um
método baseado na Teoria de Perturbagdo do Funcional
da Densidade [do Inglés: Density Functional Peturbation
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Theory (DFPT)] para determinar U de forma autoconsis-
tente e por primeiros principios [181]. Essa abordagem
evita o uso de supercélulas e reduz o “custo” compu-
tacional, proporcionando uma forma mais sistemdtica e
eficiente de determinar U em sistemas eletronicos forte-
mente correlacionados. Por fim, vale mencionar que o
DFT + U é apropriado para se descrever a fase metalica
ou isolante ja estabelecidas, nao sendo possivel capturar
a transi¢ao metal-isolante de Mott variando o valor de U
por tal abordagem. Vale mencionar que em sistemas ele-
tronicos fortemente correlacionados, o DFT+U tem sido
empregado para se determinar a estabilidade estrutural e
termodindmica de éxidos que contém Molibdénio (Mo),
como por exemplo na familia AMoOs (A = Li, Na ou K)
[182].

J. Aproximagao GW

Paralelamente ao desenvolvimento do DMFT e do
DFT+DMFT, a aproximagdo GW (GWA) [183] surgiu
dentro do formalismo da teoria de perturbagdo de mui-
tos corpos. Tal abordagem é fundamentada nas equa-
¢oes de Hedin, nas quais a auto-energia é expressa como
o produto da funcdo de Green interagente GG e da inte-
racdo coulombiana blindada W, = ¢~ 'v, onde & repre-
senta a constante dielétrica complexa, evidenciando que
o potencial de Coulomb v é reduzido pela blindagem,
conforme descrito pelo conceito de quasiparticulas [184].
Vale mencionar que W, e £ foram utilizados neste ponto
para nao confundir com outras grandezas definidas neste
trabalho. Na GWA, os efeitos da fungdo vértice sdo ne-
gligenciados, resultando em uma descrigdo simplificada
da auto-energia X", sendo computado como

»éW(1;2) = i/G(1,3) W.(37,2)d(3), (232)

onde os nimeros nos argumentos representam as coorde-
nadas espaciais e temporais, como por exemplo 1 = 7, t1,
e t; = t3 + 07 representa um tempo infinitesimalmente
posterior a t3 para garantir a ordenagdo temporal cor-
reta. A Eq.232 é frequentemente representada também
por meio de diagramas de Feynman, da forma [185]

(233)

Os diagramas de Feynman representam pictoricamente
termos individuais de expansbes perturbativas na teoria
de muitos corpos. Na Eq.233, 2" corresponde ao di-
agrama de ordem mais baixa de uma expansao em série
da auto-energia em termos de interacoes efetivas. Assu-
mindo que W — V. é pequeno e pode ser utilizado
como potencial perturbativo, a diferenca entre a equacao
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de quasiparticula

[ho + 2(e)] wilR) = P u(m), (234)

onde hg é o Hamiltoniano de Hartree-Fock, e a equagao
de Kohn-Sham, conforme a Eq.228, assumindo que os
auto-estados de Kohn-Sham descrevem bem os estados
de quasiparticula, resulta em

P KS KS P KS
& =S = (QIP[R(E) = Vear0I®) . (285)
A auto-energia depende da energia de quasiparticula G?P,
tornando a equacao de quasiparticulas nao trivial de se
resolver. Para obter uma estimativa pratica de e QP , €X-
pandimos ¥ em torno da energia de Kohn- Sham eKS

assumindo que ¥ (w) varia suavemente nessa regiao

5(e9P) ~ 3(eks) 4 LW >‘ ) (E?Pfefs). (236)

dw

Substituindo o resultado da expansdo perturbativa na
Eq. 235 e rearranjando os termos, obtemos

< KS‘E KS zc|90 >

- I%‘Sﬂ

Definindo o fator de renormalizagdo Z* como

QP  KS .
Gi — 62- ~

{1 ~ (| 22| 257

1— < KS| 9%(w)

7* =
ow

|</>§<S>] ,(238)

w=¢€_
K3

podemos expressar a corre¢do na energia da quasiparti-
cula como

e m S+ Z7 (PFS|S(e5) = Vie|FS) . (239)
Esta equagao representa a aproximagao de quasiparticula
e descreve como a auto-energia 3 corrige os autovalores
de Kohn-Sham [186]. A aproximacdo GWA é uma abor-
dagem adequada para determinar o band gap eletrénico
de materiais, pois descreve de forma acurada os esta-
dos excitados. A inclusdo dos efeitos de quasiparticula,
que sdo inerentes ao formalismo das fungoes de Green,
permite uma predigdo confidvel das propriedades eletro-
nicas, alinhando-se com resultados experimentais obti-
dos por técnicas como a espectroscopia de fotoemissao
com resolucao angular [do Inglés: Angle-Resolved Pho-
toemission Spectroscopy (ARPES)]. Enquanto a DMFT
aprimora a descrigao das correlagoes locais, a abordagem
GW contribui para uma melhor descricado da estrutura
de bandas de fundo ao incluir correlagoes de longo al-
cance, permitindo que efeitos de forte correlacao eletro-
nica locais sejam adequadamente incorporados. Isso leva
naturalmente a combinacdo GW+DMFT, que combina
as vantagens de ambas as metodologias.
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K. Teoria de Campo Médio Dindmico (DMFT)

No final dos anos 1990, o desenvolvimento da DMFT
trouxe um grande avango na descri¢do de sistemas eletro-
nicos fortemente correlacionados. Essa abordagem per-
mitiu ir além do método DFT+U, incorporando efeitos
dindmicos na auto-energia local, que nao sao capturados
pela aproximagao estatica de Hartree-Fock. Isso levou
ao surgimento do DFT+DMFT, um método amplamente
bem-sucedido na simulagao de sistemas eletronicos com-
plexos [187]. A DMFT ¢ formulada considerando que
cada sitio atémico de um cristal se comporta como um
problema de impureza embebido em um meio eletrénico
autocoerente, sendo o Hamiltoniano de Hubbard, con-
forme a Eq. 68, frequentemente utilizado como ponto de
partida. Na DMFT, a auto-energia na representacdo de
Lehmann, ¥(w), depende apenas da frequéncia w e nao
de E, ou seja, considera-se uma aproximacao local para

os efeitos de correlagdo em termos da funcdo de Green
Gp(w), da forma [176]

1
wp—Ey—3(w)’

Gr(w) = (240)

A auto-energia Y (w) pode ser determinada autoconsis-
tentemente resolvendo um problema de impureza quén-
tica, geralmente por métodos numéricos como Monte
Carlo Quéantico [do Inglés: Quantum Monte Carlo
(QMC)], diagonalizagdo exata, ou Grupo de Renorma-
lizagdo Numérica [do Inglés: Numerical Renormalization
Group (NRG)]. Com isso, a energia total em DMFT pode
ser expressa como [176]

=D g, + %Umem,
ko i

EDMFT (241)

onde nj € a ocupagao eletronica determinada pela fun-

¢do de Green corrigida pela auto-energia Y (w).

A combinag¢do de DFT com DMFT, por exemplo, tem
se mostrado muito relevante para se explorar, em parti-
cular, a nematica orbital e a supercondutividade do tipo
s-wave no sistema supercondutor NdNiO, [188].

V. A FisicA EXPERIMENTAL NA
INVESTIGACAO DE FENOMENOS ORIUNDOS
DE FORTE CORRELACAO ELETRONICA

Todos sabemos que a Fisica é uma Ciéncia empirica,
ou seja, é necessaria a comprovagao experimental de te-
orias, modelos e abordagens tedricas [189, 190]. Den-
tro do escopo do que foi discutido neste trabalho, um
tépico de grande interesse é como se explorar experi-
mentalmente os fendmenos aqui discutidos. Neste con-
texto, tais fenomenos podem ser explorados, por exem-
plo, através da investigacdo dos condutores molecula-
res das familias k-(BEDT-TTF),Y e (TMTTF)2 X, con-
forme a Fig.1, onde BEDT-TTF representa a molécula
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de bisetilenoditio-tetratiafulvaleno, TMTTF a molécula
tetrametiltetratiafulvaleno; X e Y contra-dnions mono-
valentes. Tais sistemas tém despertado interesse da co-
munidade cientifica devido a sua baixa dimensionalidade,
a qual estd associada com a possibilidade de se obter uma
fase supercondutora em altas temperaturas [191]. De
acordo com os diagramas de fases mostrados na Fig. 1,
pode-se observar que é possivel alterar o ground-state des-
tes compostos ao substituir o contra-anion, conforme a
Fig. 11, de modo que a sobreposi¢ao de orbitais sera afe-
tada alterando assim as propriedades fisicas do material.
Uma outra maneira de alterar o estado fundamental é
aplicar pressao hidrostética no sistema [15, 16].

Uma das possiveis técnicas para se explorar experi-
mentalmente como as propriedades dos materiais aqui
discutidos sdo alteradas ao se variar um parametro de
controle, como T, é a utilizagdo do chamado método de
contato elétrico de dois pontos para se medir constante
dielétrica (Fig. 12). Para tal, duas das faces da amostra
de interesse sao pintadas com uma tinta condutora, emu-
lando as placas metélicas de um capacitor e a amostra o
dielétrico, conforme inset da Fig.12. Assim, através de
medidas sisteméaticas da constante dielétrica, por exem-
plo para os sais de Fabre, é possivel observar um méaximo,
podendo ser do tipo peak-like ou bump-like, da parte real
da constante dielétrica na temperatura de transicdo de
fase, conforme a Ref.[127]. Tal assinatura estd associ-
ada a transicao de fase no sistema de paraelétrico para
ferroelétrico, uma vez que a constante dielétrica esta re-
lacionada com a polarizacao elétrica P do sistema [58].
Desta forma, utilizando medidas de constante dielétrica,
podemos verificar o estabelecimento de uma fase ferroe-
létrica de Mott-Hubbard, a qual pode ser descrita pela
Eq.69 [104, 127]. As familias de sistemas aqui destaca-
das sdo amplamente investigadas por apresentarem tal
fase ferroelétrica de Mott-Hubbard [15, 127, 192] e por
existirem evidéncias de que tal fase possa ser magnetoe-
létrica/multiferroica [193, 194].

Figura 11. Estrutura cristalina da molécula de (TMTTF)2ZFg
projetada no plano a-c. O contra-dnion ZF¢ (Z = P, Sb e As,
sendo Z o 4tomo centrado no octaedro) estd representado como um
octaedro nos vértices da célula unitéria triclinica (linhas sélidas
na cor preta). Os dtomos representados sdo Enxofre (amarelo),
Carbono (preto), Hidrogénio (branco) e Flaor (azul).
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Existem atualmente diversas técnicas experimentais
bem estabelecidas que sdo empregadas para se explorar
as exoéticas fases da matéria, como por exemplo medi-
das de calor especifico, magnetizacado e susceptibilidade
magnética, apenas para citar alguns exemplos. Do ponto
de vista microscopico, técnicas como ressonancia mag-
nética nuclear [do Inglés: Nuclear Magnetic Resonance
(NMR)] [116, 195], ressonancia paramagnética eletronica
[do Inglés: Electron Paramagnetic Resonance (EPR)]
[196, 197], espectroscopia Raman [198], entre outras, sdo
empregadas para se explorar o possivel carater multifer-
roico/magnetoelétrico em sistemas da familia TMTTF,
permitindo ter acesso a modos de vibragao especificos da
molécula de TMTTF. Do ponto de vista macroscopico,
medidas do coeficiente de expanséo térmica de alta reso-
lucdo desempenham um papel fundamental no estudo de
transicoes de fase, visto que tal coeficiente incorpora em
sua definicdo variagbes da energia livre F' com relagdo ao

ovoT
[50, 199], onde k1 é a compressibilidade isotérmica. Por-
tanto, ao passar por uma transicdo de fase, como por
exemplo a transicdo MI de Mott, oy, apresenta uma assi-
natura neste regime pois a variacao da energia livre AF é
méaxima na temperatura de transi¢do, tornando o, uma
grandeza sensivel na exploragao de transicoes de fase ex-
perimentalmente, conforme as Refs. [16, 22]. Em geral,
podemos explorar o rico diagrama de fases dos metais
moleculares aqui mencionados através de variages de

. 2
volume v e a temperatura T', ou seja, o, = —Kr ( o )

T
fio de ouro

amostra ’

150}

0 8° 2

140 150 160 170 180 190

T(K)

Figura 12. Parte real da constante dielétrica e’ versus temperatura
T para as variantes hidrogenada (Hi2 - laranja) e deuterada (D12 -
azul) do sistema (TMTTF)2SbFg. O maximo de &’ estd associado
a transicao ferroelétrica de Mott-Hubbard [127]. A barra de erro é
indicada em cada um dos conjuntos de dados. Na parte superior do
inset é mostrada uma representagio esquematica do método padrao
de contato elétrico de dois pontos: as faces paralelas da amostra
sdo pintadas com uma tinta condutora e fios de ouro revenidos de
20 pm de didmetro sdo fixados, de modo a simular um capacitor de
placas paralelas, sendo a amostra o dielétrico. Na parte inferior do
inset é mostrada uma foto real de uma amostra ja contactada em
um soquete isolante elétrico. Figura adaptada da Ref. [192].
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pressdo e/ou temperatura. Vale mencionar que o com-
posto (TMTSF);PFg apresenta uma fase supercondutora
com sua temperatura critica de T, = 0,9 K sob pressao
de 12kbar, sendo de interesse da comunidade cientifica
para o estudo de fendmenos fortemente correlacionados
[9].

A. A relevancia da Fisica de baixas temperaturas

O interesse da comunidade cientifica em explorar bai-
xas temperaturas estd associado ao estudo de excitacoes
fundamentais da matéria [50, 201]. Conforme a tempera-
tura do sistema é reduzida, a energia térmica do sistema
é diminuida e assim outras escalas de energia presentes
passam a se tornar dominantes, como por exemplo U
e W, conforme discutido ao longo deste artigo. Desta
forma, conseguimos ter acesso a excitagOes eletronicas
de interesse, como por exemplo uma fase supercondu-
tora [3], a transicio MI de Mott [22] e a transicdo de
carga ordenada [15], apenas para citar alguns exemplos.
No contexto da supercondutividade, se T' for aumentada
acima da chamada temperatura critica, os pares de Co-
oper sdo “quebrados”, fazendo com que o sistema deixe
de ser supercondutor. Neste contexto, diversas técnicas

Figura 13. Célula dilatométrica homemade (n@o-comercial) de
quartzo utilizada para se medir expansdo térmica com resolucao
abaixo do raio de Bohr (Al ~ 0,05 — 0,1A) para amostras da ordem
de 1 mm de comprimento (auxilio FAPESP ndmero 2011/22050-4).
Para se obter o coeficiente de expansao térmica, o método capaci-
tivo é empregado [200]. A capacitancia é medida utilizando quatro
cabos, dois cabos em cada placa, representados pelas setas ver-
melhas. Desta forma, uma média da capacitancia medida em um
intervalo de tempo é realizada com o objetivo de minimizar os efei-
tos da falta de paralelismo entre as placas. A amostra (destacada
pelo circulo amarelo) é posicionada na extremidade de um cilindro
de quartzo e fica em contato direto com a placa mével do capacitor.
A medida que a temperatura é variada, a amostra contrai/expande
e a distancia entre as placas do capacitor é alterada, modificando a
capacitancia medida. Com base nos dados obtidos de capacitancia
versus temperatura, é possivel se obter o coeficiente de expansao
térmica em funcdo da temperatura.
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Figura 14. Vista panoramica do Laboratério de Fisica do Estado
sélido, o qual possui um criostato Teslatron de ciclo fechado que
opera com 4He em temperaturas da ordem de 1,4K < T < 300K
com aplicacdo de campos magnéticos B < 12T utilizando uma bo-
bina supercondutora de NbTi. O laboratério foi idealizado especial-
mente para se realizar a exploracao da fisica de sistemas eletronicos
fortemente correlacionados (auxilio Fapesp ndmero 2011/22050-4)
via medidas de constante dielétrica quase-estatica, polarizacao elé-
trica, expansdo térmica de alta resolu¢do em funcdo de T e B e
medidas de magnetostricao [25, 127, 192, 206-216], apenas para
citar alguns exemplos.

de resfriamento sdo utilizadas para se explorar os varios
tipo de excitacOes e manifestacoes exdticas da matéria
aqui mencionadas, como por exemplo criostatos de dilu-
icdo de *He e 3He [50], resfriamento a laser [202, 203],
desmagnetizagdo adiabatica [90, 204] e refrigeracdo nu-
clear [205].

Visando materializar um exemplo de infra-estrutura
experimental que foi construida para se explorar, em par-
ticular, sistemas onde fenémenos de forte correlagao ele-
tronica se manifestam, discutimos no que segue sobre o
Laboratério de Fisica do Estado Sélido da Unesp de Rio
Claro, SP (www.rc.unesp.br/mariano), conforme Fig. 14.
Com o apoio financeiro da agéncia de fomento Funda-
¢do de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FA-
PESP) (Processo no. 2011/22050-4) o laboratério conta
com um criostato Teslatron-PT (1,4K < T < 300K; B <
12T) fornecido pela empresa Ozford Instruments, ope-
rando com um ciclo fechado do tipo tubo pulsado de “He.
O aparato experimental incorpora uma ponte de capa-
citdncia Andeen-Hagerling (frequéncia fixa f = 1kHz),
capaz de medir capacitincias da ordem de 1076 pF, e
uma célula dilatométrica (Figural3) capaz de detectar
variagoes de comprimento menores que o raio de Bohr
(Al ~ 0,05—0,1A; considerando uma amostra com [ ~
1mm). Vale mencionar que, até onde nos consta, um sis-
tema capaz de medir o coeficiente de expansao térmica
com tal resolu¢do em um sistema de ciclo fechado é tnico
no hemisfério sul. Essa infraestrutura, aliada aos equipa-
mentos disponiveis, possibilita a realizacdo de medidas
sistematicas em funcdo da temperatura e campo mag-
nético de resisténcia elétrica, polarizagdo elétrica e ex-
pansdo térmica, bem como medidas de magnetoestrigao.
Merece destaque o fato de que a contribuigao idnica para
a fase ferroelétrica de Mott-Hubbard e o comportamento
do tipo Higgs no verge da transicio MI de Mott/carga
ordenada sao exemplos de tépicos que vem sendo explo-
rado no referido Laboratoério de Fisica do Estado Sélido
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[127, 192]. Por fim, vale mencionar que tal base expe-
rimental motivou diversos outros trabalhos tedricos por
alguns de nos acerca, por exemplo, da proposta de uma
fase do tipo Griffiths [27], a maximizacdo de efeitos calé-
ricos na vizinhanga de pontos criticos [122], proposta de
realizagdo de magnetizagdo adiabética [204, 217] e a in-
vestigacdo do conceito de pressdo negativa em diferentes
contextos [218].

VI. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste artigo, introduzimos de forma compreensivel os
topicos associados a alguns fendmenos decorrentes de
forte correlacao eletronica. Apresentamos conceitos fun-
damentais neste campo, como o formalismo em segunda
quantizacao do Hamiltoniano de Hubbard. Discutimos
alguns tépicos atuais de pesquisa e sistemas de interesse,
bem como alguns métodos experimentais comumente uti-
lizados para se explorar sistemas eletronicos fortemente
correlacionados. Isto inclui a competicao entre a fase iso-
lante de Mott e o aparecimento de supercondutividade,
a relevancia da Fisica de baixas temperaturas e medidas
de expansado térmica de alta resolucdo, entre outros te-
mas. Este trabalho foi escrito em Portugués visando ser-
vir como uma “porta de entrada” para o publico amplo
interessado em atuar no fascinante campo de pesquisa dos
sistemas eletronicos fortemente correlacionados. Como
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perspectiva, destacamos o desafio de se entender o me-
canismo fisico que da origem a emergéncia de uma fase
supercondutora a partir de um isolante de Mott; ma-
teriais que se tornem supercondutores préximos a tem-
peratura e pressao ambiente e a teoria correspondente
para descrever tais sistemas, bem como o entendimento
da transi¢ao supercondutor-isolante [219] e a realizacdo
de supercondutividade no Hidrogénio, conforme proposto
por Ashcroft [220], apenas para citar alguns exemplos.
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