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Resumo
O modelo do gás de elétrons proposto por Fermi em 1926 constitui uma das primeiras aplicações
diretas da Mecânica Quântica na descrição das propriedades físicas de sólidos. Em particular, a
descrição matemática da contribuição eletrônica para o calor específico consiste em um hallmark
neste campo. No entanto, manifestações exóticas da matéria não podem ser descritas pelo modelo
do gás de Fermi e pela teoria de bandas. Exemplos incluem a fase isolante de Mott e o alto valor do
coeficiente de Sommerfeld para os chamados férmions pesados. Nesta contribuição, revisitamos de
forma compreensiva os conceitos fundamentais relacionados aos fenômenos eletrônicos fortemente
correlacionados. Focamos em uma análise do modelo de Hubbard para o dímero de Mott em
conexão direta com tópicos atuais de pesquisa e observações experimentais. Revisitamos também
brevemente os modelos de Fermi-Hubbard, Bose-Fermi-Hubbard, Anderson de uma única impureza,
Su–Schrieffer–Heeger, 𝑡-𝐽 e RVB, bem como a teoria BCS e a do funcional da densidade e suas
aplicações. Ainda, a teoria de campo médio dinâmico e a aproximação GW são brevemente
discutidas. O presente trabalho pode ser visto como uma “cartilha” para o público geral interessado
nos aspectos teóricos e experimentais relacionados à pesquisa no campo de sistemas eletrônicos
fortemente correlacionados.
Palavras-chave: Sistemas eletrônicos fortemente correlacionados, modelo de Hubbard, transição
metal-isolante de Mott, metais moleculares.

Abstract
The electron gas model proposed by Fermi in 1926 constitutes one of the first direct applications
of Quantum Mechanics in the description of the physical properties of solids. In particular, the
mathematical description of the electronic contribution to the specific heat is a hallmark in this
field. However, exotic manifestations of matter cannot be described by the Fermi gas model and
band theory. Examples include the Mott insulating phase and the enhancement of the Sommerfeld
coefficient for the so-called heavy fermions systems. In this contribution, we revisit comprehensively
fundamental concepts related to strongly correlated electronic phenomena. We focus on an analysis
of the Hubbard model for the Mott dimer in a direct connection with current research topics and
experimental observations. We also revisit the Fermi-Hubbard, Bose-Fermi-Hubbard, Anderson
single-impurity, Su–Schrieffer–Heeger, 𝑡-𝐽 , and RVB models, as well as the BCS theory and
density functional theory and its applications. Yet, the dynamical mean-field theory and the GW
approximation are briefly discussed. The present work can be seen as a primer for a broad audience
interested in the theoretical and experimental aspects related to research in the field of strongly
correlated electronic systems.
Keywords: Strongly correlated electronic systems, Hubbard model, Mott metal-insulator
transition, molecular metals.

I. INTRODUÇÃO

O entendimento e a descrição téorica do comporta-
mento coletivo da matéria constitui um desafio e um dos
tópicos atuais de maior interesse no campo da Física da
Matéria Condensada [1, 2]. Dentro de uma perspectiva
histórica, as novas fases da matéria descobertas a partir
do início do século passado - proeminentes exemplos in-
cluem supercondutividade [3], superfluidez [4, 5] e a con-
densação de Bose-Einstein [6] - serviram como base para
o surgimento de um novo e ativo campo de pesquisa fun-
damental: sistemas fortemente correlacionados. Em se
tratando de sistemas de elétrons, com a descoberta nas
últimas décadas de supercondutividade em sistemas de

férmions pesados [7], óxidos de cobre (os chamados cu-
pratos) [8] e metais moleculares [9, 10], bem como a des-
coberta do efeito de magnetoresistência colossal [11, 12],
tornou-se evidente que formas espetaculares de compor-
tamentos coletivos emergem em sistemas eletrônicos for-
temente correlacionados. Por exemplo, quando a ener-
gia de interação coulombiana 𝑈 entre elétrons no mesmo
sítio em uma rede cristalina é comparável à largura da
banda de energia 𝑊 dos chamados estados de Bloch, uma
fase chamada de isolante de Mott pode ser realizada [13].
Neste caso, um material que deveria ser um metal, se
torna um isolante devido à interação coulombiana. Em
termos simples, 𝑈 pode ser visto como a energia neces-
sária a ser “paga” para dois elétrons ocuparem o mesmo
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sítio da rede cristalina obedecendo o princípio da exclusão
de Pauli [14, 15]. De uma forma geral, em tais sistemas,
a competição entre os graus de liberdade de carga, spin,
rede e, em alguns casos orbital, dá origem a riquíssimos
diagramas de fases [10, 15–17]. Aqui merece destaque a
emergência em alguns sistemas de uma fase supercondu-
tora a partir de uma fase isolante de Mott [13] ao se apli-
car pressão hidrostática ou via substituição do chamado
contra-ânion1, como pode ser observado em condutores
moleculares [18], conforme a Fig. 1, e supercondutores de
altas temperaturas (os cupratos) via dopagem [19]. Uma
questão fundamental e ainda não respondida é: qual o
mecanismo físico responsável pela manifestação de super-
condutividade a partir de uma fase isolante de Mott? Em
outras palavras, do ponto de vista microscópico, é alta-
mente desejável entender como e se a estrutura cristalina
é alterada neste regime, bem como o papel desempenhado
pelo efeito de forte correlação eletrônica para a manifes-
tação de supercondutividade a partir de uma fase iso-
lante de Mott. Muito esforço tem sido empregado tanto
do ponto de vista teórico quanto experimental para ex-
plorar o mecanismo responsável pelo aparecimento dessa
fase supercondutora [25]. Ao aplicar pressão hidrostática
nesses sistemas, a razão entre 𝑈 e 𝑊 é alterada, o que
dá origem a uma transição metal-isolante (MI) de Mott
[26], sendo o sistema V2O3 dopado com Cr o sistema
protótipo de tal transição [27]. Em outras palavras, sob
pressão aplicada, a distância entre os átomos é alterada e
como consequência, a sobreposição dos orbitais é aumen-
tada e o sistema se torna metálico, ou seja, os elétrons
passam a assumir um caráter itinerante. Foi reportado
na literatura que quando os elétrons se localizam e a fase
isolante de Mott se estabelece, a rede cristalina se ex-
pande levemente [21], evidenciando o importante papel
desempenhado pelos graus de liberdade da rede cristalina
na estabilização da transição de Mott. Ainda, foi repor-
tado por alguns de nós que no verge da transição MI de
Mott uma coexistência de fases entra em cena, onde “po-
ças” metálicas emergem na matriz isolante, ou vice-versa
[21, 26]. Neste regime, a dinâmica do sistema é redu-
zida e as “poças” metálicas se encontram distribuídas
espacialmente de forma randômica levando à manifesta-
ção de uma fase eletrônica do tipo Griffiths [26, 28–30].
Neste contexto, metais moleculares, por exemplo, ofe-
recem oportunidades excepcionais de exploração de di-
versos fenômenos eletrônicos fortemente correlacionados,
dentre eles a transição MI de Mott, a instabilidade do
gás de elétrons em uma dimensão devido ao forte aco-
plamento elétron-fônon, conhecida como instabilidade de
Peierls [31, 32], e a fase de carga ordenada, conforme as

1 Vale mencionar neste ponto que um contra-ânion é um cátion
(um íon com carga positiva) que acompanha um ânion (um íon
com carga negativa) para manter a neutralidade elétrica. O
termo contra-ânion é utilizado para o caso do NaCl onde Na+ é o
cátion e Cl− o contra-ânion. Desta forma, a molécula TMTTF+

e os contra-ânions, como por exemplo, PF6− ou SbF6− [Fig. 1
a)], desempenham os papéis do Na+ e do Cl−, respectivamente.
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Figura 1. a) Diagrama de fases esquemático temperatura 𝑇 ver-
sus pressão 𝑃 dos sais de Fabre-Bechgaard [16]. As setas verti-
cais representam a posição dos sistemas moleculares das famílias
(TMTTF)2𝑋 e (TMTSF)2𝑋 em pressão ambiente, onde TMTTF
se refere a molécula tetratilmetiltetratiafulvaleno e TMTSF a te-
tratilmetiltetraselenafulvaleno. As fases indicadas são: carga orde-
nada, spin-Peierls, antiferromagnética (AFM), onda de densidade
de spin e supercondutora. As linhas tracejadas representam um
crossover (mudança de regime) entre 1, 2 e 3D. b) Diagrama de fa-
ses esquemático 𝑇 versus 𝑃 ∝ 𝑊/𝑈 , onde 𝑊 é a largura de banda
e 𝑈 a energia de repulsão coulombiana, dos sistemas moleculares da
família 𝜅-(BEDT-TTF)2𝑋, onde BEDT-TTF se refere a molécula
bisetilenoditio-tetratiafulvaleno, 𝑋 é um contra-ânion monovalente
e 𝑇 * se refere a temperatura de crossover (linha pontilhada) entre
as fases isolante paramagnética e metálica. A linha de transição
de fase de primeira ordem (cor preta) que termina em um ponto
crítico de segunda ordem em (𝑃0, 𝑇0) também é mostrada [20, 21].
Figuras adaptadas com base nas Refs. [22] e [23]. A estrela na cor
branca indica o estado fundamental em pressão ambiente e 𝑇 =
0 K [24].

Refs. [15, 16] e aquelas ali citadas. Em se tratando de su-
percondutores, materiais que conduzem eletricidade sem
a dissipação de energia por efeito Joule [33], a observa-
ção de supercondutividade em ligas nas quais o elemento
Ferro faz parte de sua composição química é intrigante
[34], uma vez que uma descrição do mecanismo de empa-
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relhamento baseado na teoria BCS [35], a ser discutida na
Seção IV A, nos diz que a formação de tripletos, associa-
dos aos momentos magnéticos dos elétrons 3d dos átomos
de Fe, aniquilaria os pares de Cooper. No entanto, aqui
vale mencionar que ferromagnetos supercondutores são
conhecidos na literatura [36]. Convém destacar que con-
tinuamente novos supercondutores, como por exemplo
supercondutividade sob condições extremas em hidratos
[37], bem como novas formas de manifestações exóticas
da matéria, como isolantes topológicos [38], altermagne-
tismo [39], piezomagnetismo [40], são reportadas na lite-
ratura. Outro sistema que merece destaque é o twisted
bilayer graphene (TBG), ou grafeno bi-camada torcido.
Neste sistema, quando o ângulo de torção entre as duas
camadas se aproxima do ângulo mágico 𝜃 ≈ 1,1∘ esses
materiais apresentam fascinantes fases da matéria como
uma fase isolante correlacionada e uma fase supercondu-
tora [41]. Ainda, vale mencionar que atualmente diversos
algoritmos de inteligência artifical vêm sendo utilizados
no contexto de sistemas eletrônicos fortemente correlacio-
nados [42], os quais podem facilitar cálculos de primeiros
princípios para tais sistemas do ponto de vista de pro-
cessamento computacional. Dentro do contexto exposto
acima, este artigo tem como objetivo a introdução e dis-
cussão dos conceitos fundamentais no campo dos sistemas
eletrônicos fortemente correlacionados de forma compre-
ensível, visto que o objetivo é tornar tais conceitos aces-
síveis para iniciantes neste campo. Sob esta perspectiva,
escrevemos o presente trabalho de maneira pedagógica e
em Português, visando alcançar um público amplo. Vale
ressaltar que, no nosso entendimento, ao se estudar tais
tópicos utilizando os livros clássicos de Física do Estado
Sólido muitas vezes dificuldades na compreensão podem
surgir devido à complexidade inerente dos conteúdos tra-
balhados. Dito isso, a presente contribuição também tem
como objetivo democratizar o acesso a tais conteúdos.
Este artigo é organizado da seguinte forma: após esta
breve Introdução, na Seção II são discutidos os conceitos
fundamentais acerca de alguns dos modelos básicos na
Física do Estado Sólido, como o gás de elétrons, o mo-
delo do elétron quase livre, o modelo da ligação forte, e
o líquido de Fermi, bem como uma breve discussão sobre
a notação de Dirac, o teorema de Bloch e o método da
combinação linear de orbitais atômicos. Na Seção III é
apresentada uma discussão sobre a fase isolante de Mott
e na sequência o modelo de Hubbard é introduzido junta-
mente com uma breve revisão a respeito dos operadores
de segunda quantização 𝑎 e 𝑎† para o caso do oscilador
harmônico quântico, os quais são posteriormente esten-
didos para o contexto de férmions. Logo em seguida, a
diagonalização exata do Hamiltoniano de Hubbard para
o caso do dímero de Mott é apresentada de forma deta-
lhada e a versão quântica do parâmetro de Grüneisen é
calculada para este caso, seguido de uma discussão so-
bre os resultados obtidos. Na Seção IV alguns modelos
teóricos bem estabelecidos, utilizados em tópicos atuais
de pesquisa, tais como os modelos de Fermi-Hubbard,
Bose-Fermi-Hubbard, Anderson de uma impureza, Su-

Schrieffer-Heeger, 𝑡-𝐽 e RVB, bem como a teoria BCS,
a teoria do funcional da densidade, a teoria do campo
médio dinâmico (DMFT) e a aproximação GW são apre-
sentadas. Já na Seção V, métodos experimentais para se
explorar fenômenos eletrônicos fortemente correlaciona-
dos são discutidos. Por fim, conclusões e perspectivas são
então apresentadas na Seção VI.

II. MODELOS TEÓRICOS BÁSICOS NA FÍSICA
DO ESTADO SÓLIDO

Antes de discutir tópicos mais avançados, revisitamos
nesta Seção aspectos básicos e introdutórios em uma
perspectiva pedagógica. Neste ponto, merecem desta-
que os livros clássicos sobre Física do Estado Sólido e
temas relacionados com os tópicos aqui discutidos para
aprofundamento [2, 31, 32, 43–55].

A. Elétrons não interagentes: o gás de elétrons de
Fermi

O modelo do gás de elétrons é fundamental para se es-
tudar propriedades físicas de metais, os quais são aqueles
materiais que apresentam elétrons livres [56]. Tal mo-
delo pode ser interpretado considerando que as partícu-
las livres (elétrons) estejam confinadas em uma “caixa”
(célula unitária) de volume 𝑣 = 𝐿3, sendo 𝐿 o compri-
mento da aresta da caixa. Obviamente, como os elétrons
são considerados livres, não há nenhum tipo de espalha-
mento envolvido. Para o cálculo das energias 𝐸𝑘 associ-
adas ao elétron livre, a equação de Schrödinger em três
dimensões é utilizada, como segue

− ℏ2

2𝑚∇2𝜓𝑘(𝑟⃗) = 𝐸𝑘𝜓𝑘(𝑟⃗), (1)

onde ℏ é a constante de Planck dividida por 2𝜋, 𝑚 a
massa do elétron, ∇2 = (𝜕2/𝜕𝑥2) + (𝜕2/𝜕𝑦2) + (𝜕2/𝜕𝑧2)
o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas, 𝜓𝑘 a
função de onda do elétron, 𝑘 o módulo do vetor de onda
e 𝑟⃗ = 𝑥𝑖̂+ 𝑦𝑗̂+ 𝑧𝑘 o vetor posição em coordenadas carte-
sianas. Em suma, estamos tratando o problema de uma
partícula, visto que o gás é não interagente. A função de
onda do elétron livre pode ser escrita em termos de uma
função de onda plana, leia-se

𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜓0𝑒
𝑖𝑘⃗·𝑟⃗ = 𝜓0𝑒

𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)

= 𝜓0𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥)𝑒𝑖(𝑘𝑦𝑦)𝑒𝑖(𝑘𝑧𝑧)

= 𝜓0𝜓𝑘(𝑥)𝜓𝑘(𝑦)𝜓𝑘(𝑧). (2)

Merece ser destacado o fato de que o conceito de função
de onda como base da Mecânica Quântica é tema sob in-
tenso debate desde a sua proposta, conforme destacado
por Einstein, Podolsky e Rosen [57]. Por definição, uma
onda plana é aquela que apresenta fase (𝑘⃗ · 𝑟⃗) e amplitude
(𝜓0) constantes para um dado plano de referência [56].
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Antes de prosseguirmos, uma pergunta natural surge:
por que podemos representar o elétron por uma função de
onda plana? Para respondermos tal questão precisamos
recorrer ao celebrado trabalho de Thomas Young (1773
- 1829), o qual demonstrou experimentalmente o cará-
ter ondulatório da luz através da observação de franjas
de interferência [58]. Posteriormente, Louis de Broglie
(1892 - 1987) propôs a ideia de que partículas massivas
poderiam ser “tratadas” como ondas [59], a chamada du-
alidade onda-partícula. Fica justificado assim o uso de
uma solução baseada na função de onda plana para o
elétron livre na equação de Schrödinger. Prosseguindo, a
função de onda para o elétron livre deve satisfazer a cha-
mada condição de contorno de Born-von Karman: como
estamos lidando com um gás de Fermi, ou seja, um metal,
os elétrons devem possuir caráter itinerante e portanto a
função de onda que descreve o elétron livre deve ser pe-
riódica com período dado por 𝐿 [50, 52]. Tal condição
de contorno pode ser representada matematicamente da
seguinte forma

𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝐿) = 𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),
𝜓𝑘(𝑥, 𝑦 + 𝐿, 𝑧) = 𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),
𝜓𝑘(𝑥+ 𝐿, 𝑦, 𝑧) = 𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

(3)

Visando determinar 𝐸𝑘, precisamos calcular
∇2𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) para posteriormente inserir o mesmo
na Eq. 1. Fazendo a primeira e a segunda derivada de
𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) em relação a 𝑥, temos

𝜕𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑥

= 𝜓0𝑖𝑘𝑥𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧), (4)

𝜕2𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑥2 = −𝜓0𝑘

2
𝑥𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧). (5)

O mesmo raciocínio pode ser empregado para calcular as
derivadas em relação às coordenadas cartesianas 𝑦 e 𝑧.
Portanto, substituindo 𝜓𝑘 e suas derivadas com respeito
a 𝑥, 𝑦 e 𝑧 na Eq. 1 e simplificando, obtemos

ℏ2

2𝑚 (𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 + 𝑘2
𝑧) = 𝐸𝑘. (6)

Desta forma, as auto-energias 𝐸𝑘 são

𝐸𝑘 = ℏ2𝑘2

2𝑚 , (7)

onde

𝑘2 = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2. (8)

Perceba que a Eq. 6 representa a equação de uma es-
fera em coordenadas cartesianas, a chamada esfera de
Fermi [50]. Note que para um dado 𝑘, teremos uma auto-
energia 𝐸𝑘 correspondente. Analisando apenas a compo-
nente 𝑥 da função de onda, 𝜓𝑘(𝑥) = 𝜓0𝑒

𝑖𝑘𝑥𝑥, conforme a
Eq. 2, utilizamos a condição de normalização para deter-
minar 𝜓0 [43, 60]∫︁ 𝐿

0
|𝜓𝑘(𝑥)|2𝑑𝑥 =

∫︁ 𝐿

0
(𝜓0𝑒

−𝑖𝑘𝑥𝑥)(𝜓0𝑒
𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑥 = 1, (9)

o que leva a

𝜓2
0𝐿 = 1 ⇒ 𝜓0 = 1√

𝐿
. (10)

Desta forma, para a componente 𝑥 de 𝜓𝑘 temos que

𝜓𝑘(𝑥) = 1√
𝐿
𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥. (11)

Analogamente, o mesmo deve ser feito para as compo-
nentes 𝑦 e 𝑧. Assim, considerando as componentes de 𝜓𝑘
normalizadas e inserindo-as na Eq. 2, 𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) é dada
por

𝜓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1√
𝐿3
𝑒𝑖𝑘⃗.𝑟⃗ = 1√

𝑣
𝑒𝑖𝑘⃗.𝑟⃗. (12)

Utilizando a condição de contorno de Born-von Karman,
dada pela Eq. 3, e aplicando-a apenas para a componente
𝑥, temos

𝜓0𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) = 𝜓0𝑒

𝑖[𝑘𝑥(𝑥+𝐿)+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧],

= 𝜓0𝑒
𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧,

= 𝜓0𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿. (13)

Simplificando os termos que se repetem em ambos os la-
dos da Eq. 13, obtemos

1 = 𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿. (14)

Aplicando o mesmo raciocínio para as demais componen-
tes, leia-se 𝑦 e 𝑧, ficamos com [43]

𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿 = 𝑒𝑖𝑘𝑦𝐿 = 𝑒𝑖𝑘𝑧𝐿 = 1. (15)

Utilizando a relação de Euler 𝑒𝑖𝜙 = cos𝜙 + 𝑖sen𝜙, a
Eq. 14 pode ser reescrita da seguinte forma

𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿 = cos(𝑘𝑥𝐿) + 𝑖sen(𝑘𝑥𝐿) = 1. (16)

Para que a relação dada na Eq. 16 seja consistente, 𝑘𝑥
deve ser um número inteiro múltiplo de 2𝜋/𝐿, pois neste
caso cos(𝑘𝑥𝐿) = 1 e sen(𝑘𝑥𝐿) = 0, de modo que fica
evidente que tal condição é imprescindível para a validade
da Eq. 16, ou seja, temos que [43]

𝑘𝑥 = 2𝜋𝑚𝑥

𝐿
, (17)

onde 𝑚𝑥 é um número inteiro. A mesma linha de racio-
cínio deve ser empregada para a obtenção das expressões
para 𝑘𝑦 e 𝑘𝑧, as quais são dadas por [43]

𝑘𝑦 = 2𝜋𝑚𝑦

𝐿
, (18)

𝑘𝑧 = 2𝜋𝑚𝑧

𝐿
, (19)

onde 𝑚𝑦 e 𝑚𝑧 são também números inteiros. Tal análise
nos permite concluir que o elétron não pode assumir va-
lores de 𝑘 arbitrários e que o vetor de onda 𝑘 do elétron
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é quantizado [43]. Em outras palavras, como 𝑘 depende
de 𝐸𝑘 e vice-versa, conforme a Eq. 7, a energia só pode
assumir valores discretos específicos. Assim, podemos di-
zer com tranquilidade que os elétrons têm energia quanti-
zada. Considerando este sistema, podemos calcular gran-
dezas termodinâmicas associadas. No que segue, será
calculada passo a passo a contribuição eletrônica para o
calor específico a volume 𝑣 constante 𝐶𝑣,𝑒𝑙 [50]

𝐶𝑣,𝑒𝑙 =
(︂
𝜕𝑈𝑒𝑙
𝜕𝑇

)︂
𝑣

, (20)

onde 𝑈𝑒𝑙 se refere à energia interna do gás de elétrons e 𝑇
à temperatura. Note que a Eq. 20 é obtida considerando
as expressões diferenciais para as funções de estado a 𝑣
constante [61]. Quando aumentamos 𝑇 do gás de elé-
trons, a partir de 𝑇 = 0 K, temos que a variação da ener-
gia interna do gás será dada por Δ𝑈𝑒𝑙 = [𝑈(𝑇 ) − 𝑈(0)].
Conforme discutiremos a seguir, para obtermos 𝑈𝑒𝑙, pre-
cisamos considerar as contribuições para a energia 𝐸𝑘
seguindo as regras de quantização discutidas anterior-
mente, a densidade de estados acessíveis e também a pro-
babilidade de ocupação de tais estados. Em outras pala-
vras, 𝑈𝑒𝑙 depende da energia de cada estado, de quantos
estados são acessíveis para o elétron e também da pro-
babilidade dos elétrons ocuparem tais níveis de energia.
Podemos então calcular Δ𝑈𝑒𝑙 da seguinte forma [50]

Δ𝑈𝑒𝑙 = [𝑈(𝑇 ) − 𝑈(𝑇 = 0 K)] =
∫︁ ∞

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘

−
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘,

(21)
onde 𝐷(𝐸𝑘) = (𝑑𝑁/𝑑𝐸𝑘)𝑇 é a densidade de estados para
uma dada energia, 𝑁 o número de elétrons e 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )
a distribuição de Fermi-Dirac. Tal função quantifica a
probabilidade dos elétrons ocuparem um dado nível de
energia associado à 𝐸𝑘 em uma certa temperatura 𝑇 ,
sendo 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ) definida como [50]

𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ) = 1
[𝑒(𝐸𝑘−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1] , (22)

onde 𝜇 é o potencial químico, sendo 𝜇 = 𝐸𝐹 em 𝑇 = 0 K
[50], 𝐸𝐹 a energia de Fermi e 𝑘𝐵 a constante de Boltz-
mann. Note que o primeiro termo do lado direito da
Eq. 21 incorpora a dependência da energia interna com
a temperatura em todo o intervalo de energia, sendo go-
vernada por 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ) [50]. Já o segundo termo do lado
direito da Eq. 21 está associado à contribuição para a
energia interna dos elétrons em 𝑇 = 0 K [50]. No que
segue, utilizaremos vários recursos matemáticos para a
obtenção de 𝐶𝑣,𝑒𝑙 para o gás de Fermi. Inicialmente, con-
vém mencionar que podemos calcular 𝑁 considerando os
níveis de energia acessíveis e como os elétrons os ocupam,
ou seja [50]

𝑁 =
∫︁ ∞

0
𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘. (23)

Note que de acordo com a Eq. 23, o número de elétrons
é conservado e a ocupação dos níveis de energia a uma
dada temperatura é governada por 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ), conforme a
Eq. 22. Neste ponto, uma questão natural surge: qual
o significado físico do potencial químico uma vez que 𝑁
é conservado? Resposta: 𝜇 quantifica a variação de 𝑈𝑒𝑙
quando os elétrons se “reorganizam” nos vários níveis de
energia acessíveis, obedecendo os preceitos da Mecânica
Quântica, ao variar 𝑇 [50]. A introdução de 𝜇 está associ-
ada à descrição de um sistema físico no corpo do chamado
“Ensemble Grand-Canônico” da Mecânica Estatística, o
qual incorpora tanto a variação da energia quanto do nú-
mero de partículas que entram ou saem do sistema [62].
Porém, conforme mencionado anteriormente, no caso pre-
sente 𝑁 é conservado. Em 𝑇 = 0 K, o nível máximo de
energia é o nível de Fermi, sendo 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ) uma função do
tipo degrau para este caso, a ser discutida em detalhes
na Seção II D, e 𝑓(𝐸𝑘 ≤ 𝐸𝐹 , 𝑇 = 0 K) = 1 [50], sendo 𝑁
neste regime dado por

𝑁 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘, (24)

justificando assim os limites da integral de 0 até 𝐸𝐹 na
Eq. 24. Igualando as Eqs. 23 e 24 devido ao fato de que
o número total de elétrons é conservado e multiplicando
ambos os lados por 𝐸𝐹 temos∫︁ ∞

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘 =

∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘. (25)

“Reescrevendo” a integral do lado esquerdo da Eq. 25,
obtemos [50]∫︁ ∞

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘 =

∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘.

(26)
Reescrevendo também o primeiro termo do lado direito
da Eq. 21, temos

Δ𝑈𝑒𝑙 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘 −
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘.

(27)
No que segue, empregaremos alguns recursos matemá-
ticos com o intuito de facilitar a solução da integral
na Eq. 27. Logo, adicionamos e subtraímos o termo∫︀ 𝐸𝐹

0 𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘 no lado direito da Eq. 27, de forma
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que obtemos a seguinte expressão

Δ𝑈𝑒𝑙 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘 −
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘 −

∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘.

(28)
Substituindo a Eq. 25 no último termo do lado direito da
Eq. 28 e fazendo uso da Eq. 26, a Eq. 28 pode ser escrita
como

Δ𝑈𝑒𝑙 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘 −
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝑘𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑑𝐸𝑘 −

∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘

−
∫︁ ∞

𝐸𝐹

𝐸𝐹𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘.

(29)
Agrupando os termos na Eq. 29 cujas integrais possuem
limites de integração de 0 até 𝐸𝐹 , bem como os demais
termos cujos limites de integração são de 𝐸𝐹 até ∞, te-
mos

Δ𝑈𝑒𝑙 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐷(𝐸𝑘)[𝐸𝑘𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ) − 𝐸𝑘 + 𝐸𝐹

− 𝐸𝐹 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )]𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

(𝐸𝑘 − 𝐸𝐹 )𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘.

(30)

Rearranjando os termos do lado direito da Eq. 30

Δ𝑈𝑒𝑙 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐷(𝐸𝑘)[(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘)

− 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘)]𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

(𝐸𝑘 − 𝐸𝐹 )𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘,

(31)

o que nos leva a

Δ𝑈𝑒𝑙 =
∫︁ 𝐸𝐹

0
𝐷(𝐸𝑘)(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘)[1 − 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )]𝑑𝐸𝑘

+
∫︁ ∞

𝐸𝐹

(𝐸𝑘 − 𝐸𝐹 )𝐷(𝐸𝑘)𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝑑𝐸𝑘.
(32)

Note que o termo [1 − 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )] na primeira integral da
Eq. 32 se refere à probabilidade de um elétron ser re-
movido de um nível de energia 𝐸𝑘, enquanto o termo
𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )𝐷(𝐸)𝑑𝐸𝑘 na segunda integral está associado ao
número de elétrons que ocupam estados na faixa de ener-
gia 𝑑𝐸𝑘 com energia 𝐸𝑘 [50]. Como o único termo que

depende de 𝑇 na Eq. 32 é 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 ), 𝐶𝑣,𝑒𝑙 é dado por

𝐶𝑣,𝑒𝑙 =
∫︁ ∞

0
𝐷(𝐸𝑘)(𝐸𝑘 − 𝐸𝐹 )𝜕𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )

𝜕𝑇
𝑑𝐸𝑘. (33)

Perceba que a integral da Eq. 33 incorpora um certo grau
de complexidade matemática, visto que mesmo conhe-
cendo a expressão para 𝐷(𝐸𝑘), a solução da integral é
não-trivial. Ocorre que somente os elétrons próximos ao
nível de Fermi serão excitados termicamente e então con-
tribuirão para 𝐶𝑣,𝑒𝑙, conforme a discussão na Seção II D.
Logo, a Eq. 33 se reduz a

𝐶𝑣,𝑒𝑙 ∼= 𝐷(𝐸𝐹 )
∫︁ ∞

0
(𝐸𝑘 − 𝐸𝐹 )𝜕𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )

𝜕𝑇
𝑑𝐸𝑘. (34)

O sinal ∼= foi utilizado aqui de forma proposital pois con-
sideramos 𝐷(𝐸𝑘) ∼= 𝐷(𝐸𝐹 ), o que nos permitiu remover
tal termo da integral na Eq. 34. Como estamos consi-
derando o regime 𝑘𝐵𝑇 ≪ 𝐸𝐹 , podemos desconsiderar o
efeito da temperatura em 𝜇, de modo que podemos subs-
tituir 𝜇 por 𝐸𝐹 na Eq. 22 [50]. Neste contexto, 𝜕𝑓(𝐸𝑘,𝑇 )

𝜕𝑇
é dado por

𝜕𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 )
𝜕𝑇

= 𝜕

𝜕𝑇

[︃
1

𝑒
(𝐸𝑘−𝐸𝐹 )

𝑘𝐵 𝑇 + 1

]︃
,

= (𝐸𝑘 − 𝐸𝐹 )
𝑘𝐵𝑇 2

𝑒

[︀ (𝐸𝑘−𝐸𝐹 )
𝑘𝐵 𝑇

]︀
{︂
𝑒

[︀ (𝐸𝑘−𝐸𝐹 )
𝑘𝐵 𝑇

]︀
+ 1
}︂2 . (35)

Empregando a mudança de variável 𝑥 = (𝐸𝑘 −𝐸𝐹 )/𝑘𝐵𝑇
e 𝑑𝐸𝑘 = 𝑘𝐵𝑇𝑑𝑥 no cálculo da integral da Eq. 34, temos
que para 𝐸𝑘 → ∞ ⇒ 𝑥 → ∞ e para 𝐸𝑘 → 0 ⇒ 𝑥 →
−𝐸𝐹 /𝑘𝐵𝑇 . Assim, podemos reescrever a integral dada
na Eq. 34 como

𝐶𝑣,𝑒𝑙 = 𝑘𝐵
2𝑇𝐷(𝐸𝐹 )

∫︁ ∞

−𝐸𝐹 /𝑘𝐵𝑇

𝑥2 𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2 𝑑𝑥. (36)

Como estamos considerando o regime 𝑘𝐵𝑇 ≪ 𝐸𝐹 , o li-
mite inferior da integral na Eq. 36 pode ser substituído
por −∞, pois lim𝑇→0(−𝐸𝐹 /𝑘𝐵𝑇 ) = −∞, portanto [50]

𝐶𝑣,𝑒𝑙 = 𝑘𝐵
2𝑇𝐷(𝐸𝐹 )

∫︁ ∞

−∞
𝑥2 𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2 𝑑𝑥. (37)

A integral na Eq. 37 possui um resultado analítico conhe-
cido, sendo dado por [50]∫︁ ∞

−∞
𝑥2 𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 = 𝜋2

3 . (38)

Portanto, 𝐶𝑣,𝑒𝑙 é dado por

𝐶𝑣,𝑒𝑙 = 𝑘2
𝐵𝑇𝐷(𝐸𝐹 )𝜋

2

3 . (39)

Esta expressão ainda precisa ser trabalhada para termos
a expressão final de 𝐶𝑣,𝑒𝑙. Em suma, precisamos calcu-
lar a densidade de estados no nível de Fermi, ou seja,
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𝐷(𝐸𝐹 ) = (𝑑𝑁/𝑑𝐸𝐹 ). Para tal, precisamos da expressão
de 𝑁(𝐸𝐹 ), a qual deduziremos no que segue. Com base
na Eq. 8, podemos definir o conceito do volume da esfera
de Fermi 𝑣𝐹 , dado por

𝑣𝐹 = 4
3𝜋𝑘

3
𝐹 , (40)

onde 𝑘𝐹 é o vetor de onda de Fermi. Além disso, como
os valores de 𝑘 na esfera de Fermi são quantizados em
termos de números inteiros, temos que o menor valor que
os mesmos podem assumir são 𝑚𝑥 = 𝑚𝑦 = 𝑚𝑧 = 1,
conforme as Eqs. 17 e 19. Neste contexto, o menor vo-
lume dentro da esfera de Fermi é dado por (2𝜋/𝐿)3 [50].
Assim, podemos determinar o número total de elétrons
que ocupam os níveis de energia até o nível de Fermi, da
forma

𝑁 = 2(4/3)𝜋𝑘3
𝐹

(2𝜋/𝐿)3 = 24𝜋𝑘3
𝐹

3 8𝜋3

𝐿3

= 𝐿3𝑘3
𝐹

3𝜋2 = 𝑣𝑘3
𝐹

3𝜋2 . (41)

sendo o fator 2 devido ao fato de que apenas dois elé-
trons, com spins opostos, podem ocupar o mesmo nível
de energia de acordo com o princípio da exclusão de Pauli.
Reescrevendo 𝑘𝐹 em termos de 𝐸𝐹 , conforme a Eq. 7, te-
mos

𝑁 = 𝑣𝑘3
𝐹

3𝜋2 = 𝑣

3𝜋2

(︂
2𝑚𝐸𝐹
ℏ2

)︂3/2
. (42)

Derivando a Eq. 42 em relação à 𝐸𝐹 , obtemos

𝐷(𝐸𝐹 ) =

𝑁⏞  ⏟  
𝑣

3𝜋2

𝑘𝐹
3⏞  ⏟  (︂

2𝑚
ℏ

)︂3/2
𝐸𝐹

3/2 3
2𝐸𝐹

−1 = 3𝑁
2𝐸𝐹

= 3𝑁
2𝑘𝐵𝑇𝐹

,

(43)
onde 𝑇𝐹 é a temperatura de Fermi e 𝐸𝐹 = 𝑘𝐵𝑇𝐹 . Subs-
tituindo a Eq. 43 na Eq. 39 e fazendo simplificações, 𝐶𝑣,𝑒𝑙
é dado por [50]

𝐶𝑣,𝑒𝑙 = 𝜋2

2 𝑁𝑘𝐵
𝑇

𝑇𝐹
. (44)

O resultado da Eq. 44 nos mostra que para 𝑇 → 0 K ⇒
𝐶𝑣,𝑒𝑙 → 0 e contrasta com a proposta clássica de Dulong-
Petit onde o calor específico é dado por 3𝑁𝑘𝐵 [63], ou
seja, independente de 𝑇 . A Eq. 44 pode ser vista como a
“cereja do bolo” para o gás de Fermi. Note que, con-
forme mencionado anteriormente, 𝐶𝑣,𝑒𝑙 refere-se apenas
à contribuição eletrônica para o calor específico. Ocorre
que em sólidos os átomos não localizados em posições fi-
xas, mas sim “vibram” coletivamente em torno de suas
posições de equilíbrio, sendo tais vibrações coletivas defi-
nidas como um quantum da energia de vibração, denomi-
nado fônon [43, 51]. Se considerarmos também a contri-
buição fonônica, no regime 𝑇 ≪ 𝑇𝐹 e também menor do
que a chamada temperatura de Debye [50], a expressão
para 𝐶𝑣 é dada por [43]

𝐶𝑣 = 𝛾𝑇 + 𝛽𝑇 3, (45)

onde 𝛾 é o coeficiente de Sommerfeld e 𝛽 um parâmetro
que depende da temperatura de Debye do sistema. O
primeiro termo do lado direito da Eq. 45 diz respeito à
contribuição eletrônica para 𝐶𝑣, conforme a Eq. 44, en-
quanto que o segundo termo se refere à contribuição fonô-
nica. Considerando o regime no qual o termo 𝛾𝑇 é domi-
nante em relação ao termo 𝛽𝑇 3, ficamos com 𝐶𝑣 = 𝛾𝑇 ,
sendo 𝐶𝑣 dado pela Eq. 39, de forma que [43]

𝛾 = 𝜋2

3 𝐷(𝐸𝐹 )𝑘𝐵2. (46)

Substituindo a Eq. 41 na Eq. 43 e considerando 𝐸𝐹 =
𝑘𝐵𝑇𝐹 , ficamos com

𝐷(𝐸𝐹 ) = 𝑣𝑘3
𝐹

2𝐸𝐹𝜋2 . (47)

Fazendo uso da Eq. 7, a Eq. 47 pode ser reescrita como

𝐷(𝐸𝐹 ) = 𝑣𝑘3
𝐹

2𝜋2
(︁

ℏ2𝑘2
𝐹

2𝑚

)︁ = 𝑣𝑘𝐹𝑚

ℏ2𝜋2 . (48)

Substituindo a Eq. 48 na Eq. 46, temos

𝛾 = 𝑣𝑚𝑘𝐹
3ℏ2 𝑘𝐵

2. (49)

Como 𝑣, ℏ2, 𝑘𝐵2 e 𝑘𝐹 são constantes, podemos então
inferir que 𝛾 ∝ 𝑚, ou seja, um aumento em 𝛾 está di-
retamente associado a um aumento na massa efetiva do
elétron. É reportado na literatura alguns valores obtidos
empiricamente para 𝛾, como por exemplo, para o Al, Cu e
Fe, temos 𝛾 igual a 1,35; 0,69 e 4,98 mJmol−1K−2, respec-
tivamente [50]. Neste contexto, merece destaque o fato
de que uma determinada classe de materiais, os chama-
dos férmions pesados, apresenta valores de 𝛾 muito mai-
ores do que o esperado de acordo com o modelo do gás de
Fermi [43, 50]. Um celebrado exemplo é o férmion pesado
supercondutor CeCu2Si2, para o qual 𝛾 ≃ 1 Jmol−1K−2

[7]. Vale ressaltar neste ponto que o entendimento da
intricada relação entre uma massa efetiva cerca de 1.000
vezes maior do que aquela do elétron livre e o fenômeno
de supercondutividade constitui tópico atual de pesquisa
[64]. No que segue, apresentamos uma breve discussão
física sobre os modelos do elétron quase livre e de ligação
forte.

B. Indo além da formulação de elétrons não
interagentes: o modelo do elétron quase livre

A discussão apresentada a seguir é baseada nas
Refs. [50, 65]. O modelo do elétron quase livre é apropri-
ado para descrever o comportamento de materiais cujos
elétrons ainda são itinerantes mas fracamente perturba-
dos pelo potencial periódico associado ao núcleo dos áto-
mos em um sólido [51]. Ocorre que a própria distribuição
eletrônica destes materiais fornece um modo de visualizar
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tal modelo. Tomemos, por exemplo, um metal alcalino
como o Lítio, um elemento químico com três elétrons [50].
Com base na distribuição eletrônica de Pauli, o Lítio tem
a configuração 1𝑠2 2𝑠1. Isso quer dizer que a primeira ca-
mada (1𝑠2) tem dois elétrons enquanto a segunda (2𝑠1)
apenas um elétron. De fato, apenas este elétron da se-
gunda camada é itinerante e pode ser tratado à luz do
modelo do elétron quase livre. Por completeza, convém
mencionar que a camada eletrônica mais externa é deno-
minada camada de valência. Os elétrons ocupando cama-
das mais internas estão mais fortemente ligados ao núcleo
e não é apropriado descrever seu comportamento com o
modelo do elétron quase livre. Estes elétrons, juntamente
com o núcleo, compõem o chamado core ou “caroço” do
átomo e são responsáveis pelo efeito conhecido como scre-
ening (blindagem) [44]. Podemos entender este efeito em
termos de atração e repulsão de cargas. Sabemos que o
núcleo é composto de prótons e nêutrons, sendo eletrica-
mente positivo, enquanto o elétron possui carga elétrica
negativa. Portanto, o núcleo atrai os elétrons do átomo.
Entretanto, se pensarmos no caso do Lítio, com seus três
elétrons 1𝑠2 2𝑠1, duas coisas devem ser lembradas: i) a
nuvem eletrônica da camada 1𝑠2 está, em média, mais
próxima do núcleo, por isso sofre uma atração coulom-
biana mais intensa; ii) os elétrons da camada 1𝑠2 estão
entre o núcleo e o elétron da camada 2𝑠1. Desta forma,
o elétron 2𝑠1 é atraído pelo núcleo, mas repelido pelos
elétrons da camada 1𝑠2. Entretanto, o efeito de tal força
repulsiva diminui a interação entre o elétron na camada
2𝑠1 e o núcleo. Este é o efeito de blindagem que em um
sólido pode resultar em um pequeno potencial periódico
elétron-núcleo, tornando possível o uso do modelo de elé-
tron quase livre. Essa interação elétron-núcleo dá origem
a “faixas” de energia específicas que o elétron pode ocu-
par, as chamadas bandas de energia [50]. No caso de
semicondutores, entre as bandas de energia acessíveis ao
elétron existem as chamadas bandas proibidas, que nada
mais são que “faixas” de energia não acessíveis para o elé-
tron. Essencialmente, este modelo consiste em considerar
a solução do gás de elétrons e fazer um cálculo de per-
turbação nas auto-energias devido ao potencial nuclear.
Detalhes sobre a teoria de perturbação são descritos, por
exemplo, na Ref. [60]. Embora, a priori, o modelo seja
muito simples, excelentes resultados são obtidos para os
elementos das famílias 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼 e 𝐼𝑉 da tabela perió-
dica [43].

C. “Atacando” isolantes elétricos: o modelo da
ligação forte

Em contraste com o modelo do elétron quase livre, o
modelo da ligação forte consiste em considerar um po-
tencial de interação expressivo entre o elétron e núcleo.
Este modelo é aplicável quando o elétron se encontra em
caráter “localizado”, ou seja, fortemente ligado ao núcleo
como é o caso de um isolante elétrico. Antes de discutir-
mos o modelo da ligação forte, apresentamos uma breve

revisão sobre alguns tópicos relacionados ao tema, como
a notação de Dirac, o teorema de Bloch e o método da
combinação linear de orbitais atômicos.

1. Breve discussão sobre a famosa notação de Dirac

Em Mecânica Quântica, utilizando a notação de Di-
rac, os estados de um sistema são descritos em termos
de vetores complexos chamados kets [66, 67], os quais
pertencem ao chamado espaço de Hilbert e são denota-
dos, por exemplo, por |𝛼⟩, onde 𝛼 pode estar associado
a uma função de onda, um auto-vetor ou uma combi-
nação linear de estados, dependendo do caso de estudo
[68]. Os kets incorporam a informação física necessária
para se descrever um sistema, podendo representar, por
exemplo, a projeção do spin 𝑆𝑧 como |+⟩ ou |−⟩ [66]. Por
se tratarem de vetores, os kets obedecem as mesmas re-
gras definidas para vetores no contexto de álgebra linear
[69]. Deste modo, podemos escrever um ket como uma
combinação linear de outros vetores que são linearmente
independentes entre si [69]

|𝛼⟩ = 𝑎1|𝛼1⟩ + 𝑎2|𝛼2⟩ + . . . , (50)

onde 𝑎𝑖 são números complexos. Assim, podemos repre-
sentar os estados |𝛼𝑖⟩ em termos de vetores coluna da
seguinte forma

|𝛼⟩ = 𝑎1

⎛⎝1
0
0

⎞⎠+ 𝑎2

⎛⎝0
1
0

⎞⎠+ . . . , (51)

onde cada matriz coluna está associada a um estado dis-
tinto no espaço de Hilbert. Com base na Eq. 51, se torna
evidente que os kets são vetores complexos. Desta forma,
podemos definir seu transposto conjugado, os chamados
bras ⟨𝑎| [66], os quais representam os vetores linha. Po-
demos então definir a operação produto interno, a qual é
dada pelo produto entre um bra e um ket [66]

⟨𝛼|𝛼⟩ = 𝑎*
1𝑎1 + 𝑎*

2𝑎2 + . . . = 1, (52)

onde 𝑎𝑖* representa o complexo conjugado de 𝑎𝑖. É im-
portante ressaltar que ⟨𝛼|𝛼⟩ = 1 somente ao considerar
a versão normalizada de |𝛼⟩ [66]. A Eq. 52 nos dá o com-
primento, ou seja, a norma, do auto-vetor |𝛼⟩ no espaço
de Hilbert. De maneira análoga, podemos calcular o pro-
duto interno entre dois vetores distintos. Considerando
|𝛽⟩ = 𝑏1|𝛽1⟩ + 𝑏2|𝛽2⟩..., sendo 𝑏𝑖 também números com-
plexos, o produto interno entre |𝛼⟩ e |𝛽⟩ é dado por [66]

⟨𝛼|𝛽⟩ = 𝑎*
1𝑏1 + 𝑎*

2𝑏2 + . . . . (53)

É importante ressaltar que os vetores que compõem um
espaço vetorial, como por exemplo |𝛼⟩, são chamados de
elementos daquele espaço vetorial. A denominação de
um espaço vetorial como um espaço de Hilbert se dá
apenas se tal espaço incorpora a propriedade de que o
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produto interno entre seus vetores é sempre positivo, ou
seja, ⟨𝛼|𝛼⟩ ≥ 0 [66, 67]. Tal fato está intimamente conec-
tado à interpretação probabilística da Mecânica Quân-
tica, sendo a probabilidade sempre positiva [66]. Esta
breve discussão sobre a notação de Dirac será ampla-
mente utilizada na diagonalização exata do dímero de
Mott, conforme a Seção III A.

2. Sobre o teorema de Bloch: “modulando” a função de
onda plana

Ao analisar uma distribuição periódica de átomos em
uma rede cristalina, ou seja, uma distribuição periódica
de potenciais do tipo Coulomb, Felix Bloch (1905 - 1983)
propôs soluções para a Eq. 1 para este caso, as quais tem
a forma [50]

𝜓𝑘(𝑟⃗) = 𝑢𝑘(𝑟⃗)𝑒𝑖(𝑘⃗·𝑟⃗), (54)

onde 𝑢𝑘(𝑟⃗) é uma função periódica que “modula” a fun-
ção de onda plana para o elétron, a qual leva em conta o
potencial associado à rede cristalina [50]. Em outras pa-
lavras, 𝑢𝑘(𝑟⃗) apresenta a mesma simetria de translação
da rede cristalina 𝑢𝑘(𝑟⃗) = 𝑢𝑘(𝑟⃗ + 𝑇 ), onde 𝑇 é o vetor
de translação da rede cristalina [50]. Em suma, o teo-
rema de Bloch nos diz que mesmo que o elétron “sinta”
um forte potencial atrativo associado à rede, o mesmo
se comporta quase como se não “enxergasse” os núcleos.
Em outras palavras, os elétrons ainda podem ser descritos
como funções de onda plana, mas as mesmas são modula-
das por 𝑢𝑘, conforme a Fig. 2. Neste ponto, vale destacar
uma tradução livre das próprias palavras de Felix Bloch
acerca da gênese de seu teorema [51]

� � � � 0 1 2

� � � �

� � � �

0 , 0
0 , 5
1 , 0

� k

x

  � k  =  e i k x

  � k  =  u k e i k x

Figura 2. Função de onda 𝜓𝑘 versus posição 𝑥 considerando a
parte real de uma onda plana 𝜓𝑘 = 𝑒𝑖𝑘𝑥 (linha vermelha) e da
mesma distorcida 𝜓𝑘 = 𝑢𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑥 (linha azul) pela consideração da
função 𝑢𝑘 no contexto do teorema de Bloch, a qual depende da
forma de 𝑢𝑘.

“Quando comecei a pensar sobre isso, eu senti
que o maior problema era explicar como os
elétrons poderiam se esconder de todos os
íons de um metal para evitarem um livre ca-
minho médio da ordem das distâncias atômi-
cas ... Por meio de uma análise de Fourier
direta eu encontrei para minha alegria que a
onda se diferia da onda plana dos elétrons li-
vres apenas por uma modulação periódica.”

É importante mencionar que a densidade de probabili-
dade de se encontrar um elétron em um região do espaço
é dada por 𝑃𝑒 = 𝜓*

𝑘𝜓𝑘 = |𝜓𝑘|2, onde 𝜓*
𝑘 é o complexo

conjugado de 𝜓𝑘 que nada mais é do que 𝜓𝑘 com o si-
nal da parte imaginária trocado, a qual deve satisfazer a
chamada condição de normalização [50]∫︁ +∞

−∞
|𝜓𝑘(𝑟⃗)|2𝑑3𝑟⃗ = 1. (55)

A Eq. 55 nos diz que a probabilidade de se encontrar o
elétron no intervalo de −∞ a +∞ é igual a 1, ou seja,
temos certeza que iremos encontrar o elétron no espaço.
Vale destacar que ao se analisar |𝜓𝑘|2 no ponto onde a
mesma é máxima para a onda plana, conforme a Fig. 2,
para o caso de uma função de onda no contexto do teo-
rema de Bloch há uma distorção do máximo global que
dá origem a máximos e mínimos locais. Em outras pa-
lavras, a consideração de 𝑢𝑘 em 𝜓𝑘 afeta diretamente a
densidade de probabilidade associada ao elétron. Vale
ainda ressaltar que 𝜓𝑘 deve ser complexa para que 𝑃𝑒
(Eq. 55) seja real.

3. Um pequeno sumário sobre o método da combinação
linear de orbitais atômicos (LCAO)

Consideremos uma situação hipotética, o chamado Ge-
dankenexperiment (do Alemão: “experimento de pensa-
mento”) [70], na qual inicialmente dois átomos estão iso-
lados, ou seja, separados por uma distância de modo que
um “não percebe o outro”. Tais átomos são então trazidos
próximos um do outro, de modo que uma sobreposição
entre seus respectivos orbitais atômicos entrará em cena.
Vale mencionar que um orbital atômico pode ser enten-
dido como a região do espaço ao redor do núcleo na qual
existe uma probabilidade finita do elétron ser encontrado,
analogamente ao mostrado na Seção IV H para os orbi-
tais moleculares da molécula de benzeno. Conforme os
átomos são aproximados, novos níveis de energia permi-
tidos para os elétrons ocuparem emergem. Para o cálculo
desses novos níveis de energia geralmente empregamos o
método da combinação linear de orbitais moleculares [do
Inglês: Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO)],
o qual consiste em expressar a função de onda para or-
bitais atômicos 𝜙𝑘, ou seja, o estado de uma única par-
tícula em termos de uma combinação linear de orbitais
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atômicos [50, 71]

𝜙𝑘 =
∑︁
𝑗

𝐶𝑘𝑗𝜑(𝑟⃗ − 𝑟𝑗), (56)

onde 𝑟⃗𝑗 é o vetor posição do elétron no sítio 𝑗, o termo
𝐶𝑘𝑗 representa uma função do tipo Bloch dada por
𝐶𝑘𝑗 = 𝑁−1/2𝑒𝑖𝑘⃗·𝑟⃗ [50] e 𝜑(𝑟⃗ − 𝑟𝑗) o estado fundamental
de um elétron sob a ação de um potencial de um átomo
isolado [50]. Uma das vantagens de se utilizar o método
de LCAO é que o mesmo permite a inclusão de todos os
elétrons do problema ao longo dos cálculos [71]. Apenas
para mencionar, existem algumas “variantes” do método
LCAO para o cálculo das energias do sistema em aná-
lise, como por exemplo os orbitais do tipo Slater [72–74],
onde a parte radial da função de onda dos elétrons 𝑅𝑛𝑙(𝑟)
é dada por [71]

𝑅𝑛𝑙(𝑟) ∝ 𝑟𝑛−1𝑒−𝜁𝑛𝑙𝑟, (57)

onde 𝑟 é a posição espacial do elétron, 𝑛 e 𝑙 o número
quântico principal e azimutal, respectivamente, e 𝜁𝑛𝑙 um
conjunto de base para o sistema [71].

4. Breve discussão sobre o tight binding model

Com base no que foi discutido sobre a notação de Di-
rac, teorema de Bloch e LCAO, fazemos no que segue
uma breve discussão sobre o modelo da ligação forte. Em
tal modelo, considera-se um átomo por célula unitária
e que a “influência” de um átomo no outro é pequena,
sendo o estado 𝜓𝑘 de Bloch neste caso representado por
[50]

𝜓𝑘(𝑟⃗) = 1
𝑁1/2

∑︁
𝑚

exp(𝑖𝑘⃗ · 𝑅⃗𝑚)𝜑(𝑟⃗ − 𝑅⃗𝑚), (58)

onde 𝑁 é o número total de átomos, 𝑚 um “rótulo” para
cada célula unitária da rede cristalina e 𝑅⃗𝑚 um vetor da
rede. A Eq. 58 é uma combinação linear das funções de
onda dos orbitais atômicos em todos os pontos da rede
cristalina, o qual garante a periodicidade da rede crista-
lina. Para encontrarmos a energia, temos que calcular
[50]

⟨𝜓𝑘(𝑟⃗)|𝐻̂|𝜓𝑘(𝑟⃗)⟩ = 1
𝑁

∑︁
𝑚

∑︁
𝑛

exp[𝑖𝑘⃗ · 𝑟⃗]⟨𝜑𝑚|𝐻̂|𝜑𝑛⟩. (59)

Note que o termo ⟨𝜑𝑚|𝐻̂|𝜑𝑛⟩ será “grande” se 𝑛 e 𝑚
forem os mesmos, mas tal termo será dramaticamente
reduzido se a separação entre os sítios aumentar. Desta
forma, se 𝑛 e 𝑚 forem primeiros vizinhos podemos escre-
ver

⟨𝜑𝑛|𝐻̂|𝜑𝑚⟩ = −𝛼, (60)
⟨𝜑𝑚|𝐻̂|𝜑𝑛⟩ = −𝛾, (61)

onde 𝛾 é a energia de sobreposição entre os orbitais atô-
micos e 𝛼 = 𝛾* [50]. Vale mencionar que o sinal negativo
nas Eqs. 60 e 61 se refere ao fato de que estamos consi-
derando estados ligados ao “trazer” os átomos próximos
entre si para formar um cristal [50]. Note que Se 𝑛 e 𝑚
não corresponderem a primeiros vizinhos [50]

⟨𝜑𝑚|𝐻̂|𝜑𝑛⟩ = 0. (62)

Desta forma, temos que [50]

𝐸𝑘 = ⟨𝜓𝑘(𝑟⃗)|𝐻̂|𝜓𝑘(𝑟⃗)⟩ = −𝛼− 𝛾
∑︁
𝑛

exp(𝑖𝑘⃗ · 𝑅⃗𝑛), (63)

sendo a soma apenas entre vizinhos mais próximos e 𝑅⃗𝑛
um vetor da rede que liga um átomo ao seu vizinho mais
próximo. A Eq. 63 é de suma importância pois representa
a origem física de uma banda de energia [50]. Para uma
estrutura cristalina cúbica simples, os átomos vizinhos
estão em 𝑅⃗𝑚 = (±𝑎, 0, 0); (0,±𝑎, 0); (0, 0,±𝑎) [50], de
forma que

𝐸𝑘 = −𝛼− 𝛾[exp(±𝑖𝑘𝑥𝑎) + exp(±𝑖𝑘𝑦𝑎) + exp(±𝑖𝑘𝑧𝑎)].
(64)

Utilizando a bem conhecida identidade trigonométrica
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃 = 2 cos 𝜃, temos que a Eq. 64 pode ser rees-
crita da forma

𝐸𝑘 = −𝛼− 2𝛾 (cos 𝑘𝑥𝑎+ cos 𝑘𝑦𝑎+ cos 𝑘𝑧𝑎). (65)

Perceba que para valores de 𝑘𝑎 ≪ 1 ⇒ 𝐸𝑘 ≃ −𝛼 −
6𝛾 + 𝛾𝑘2𝑎2 e a massa efetiva do elétron é dada por
𝑚* = ℏ2/2𝛾𝑎2 de modo que, se a energia de sobreposição
[do Inglês: overlap] dos orbitais 𝛾 é reduzida, a banda se
torna mais estreita e a massa efetiva aumenta [50]. Isto
se dá pois, quanto maior for o overlap de orbital, mais o
elétron estará “ligado” ao átomo e, consequentemente, é
como se a dificuldade de remover um elétron do átomo
aumentasse, emulando um aumento de massa. Conforme
previamente mencionado, o modelo da ligação forte é uti-
lizado para a descrição de elétrons fortemente ligados ao
núcleo, ou seja, para isolantes elétricos, e 𝐸𝑘 dada pela
Eq. 63 representa a gênese de uma banda de energia no
corpo deste modelo [50].

D. Fragmentos sobre a formulação da teoria do
líquido de Fermi

Seguindo as discussões apresentadas na Ref. [75], in-
troduzimos neste ponto uma breve discussão a respeito
do modelo do líquido de Fermi, proposto originalmente
por Lev Landau (1908 - 1968) [76]. Embora o modelo do
elétron livre, discutido na Seção II A, considere a simples
formulação de elétrons não interagentes, resultados fas-
cinantes foram obtidos através desse modelo, como por
exemplo a contribuição eletrônica para o calor especí-
fico. No entanto, de acordo com um de seus trabalhos
seminais, Landau afirma que o modelo do gás de elétrons
livres não descreve totalmente a realidade. Em uma tra-
dução livre, Landau diz que [76]
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“... O estado da teoria não é satisfatório, uma
vez que a mesma não deixa claro quais pro-
priedades do modelo do gás correspondem à
realidade e quais são intrínsecas de tal gás.
...”.

Neste contexto, o modelo do líquido de Fermi, também
conhecido como líquido de Landau-Fermi, emerge como
uma teoria em que a interação entre elétrons entra em
cena. Consideremos agora que a interação entre os elé-
trons é “ligada” tão lentamente que os auto-estados que
descreviam o sistema sem interação evoluem para novos
auto-estados que incorporam a interação eletrônica. As-
sim, a função de distribuição dos elétrons deixa de ser
descrita pela Eq. 22 e passa a ser representada por uma
nova função de distribuição 𝑛𝑝(𝐸𝑝) na formulação da te-
oria do líquido de Fermi, da forma [75]

𝑛𝑝(𝐸𝑝, 𝑇 ) = 1[︂
𝑒

(︀∑︀
𝑝′ 𝑓𝑝,𝑝′𝛿𝑛𝑝′

)︀
/𝑘𝐵𝑇 𝑒(𝐸𝑝−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1

]︂ ,
(66)

onde 𝑓𝑝,𝑝′ incorpora a interação entre elétrons com mo-
mento 𝑝 e 𝑝′, 𝛿𝑛𝑝′ = (𝑛𝑝 −𝑛0

𝑝) sendo 𝑛𝑝 e 𝑛0
𝑝 a função de

distribuição dos elétrons interagentes e não interagentes,
respectivamente, conforme a Fig. 3. Neste contexto, ao
“ligarmos” a interação eletrônica lentamente, será “cri-
ada” uma excitação chamada quasipartícula. No entanto,
devido ao princípio da exclusão de Pauli, tal quasipartí-
cula só pode existir com momento fora da superfície de

�����

Zp̂

Figura 3. Função distribuição de Fermi-Dirac 𝑓(𝐸𝑘, 𝑇 = 0 K) ver-
sus 𝐸𝑘/𝐸𝐹 (eixos direito e superior) (esferas na cor verde), onde
𝐸𝐹 é a energia de Fermi [77]. A função da distribuição de probabi-
lidade de ocupação dos elétrons (esferas na cor roxa) na formulação
do líquido de Fermi 𝑛𝑝(𝐸𝑝, 𝑇 = 0 K) versus 𝑝/𝑝𝐹 (eixos esquerdo
e inferior) para 𝑇 = 0 K também é mostrada, onde 𝑝 é o momento,
𝑝𝐹 o momento de Fermi e 𝑍𝑝 o tamanho da descontinuidade em
𝑝 = 𝑝𝐹 [78]. As linhas tracejadas conectando as esferas na cor roxa
representam a interação eletrônica 𝑓𝑝,𝑝′ na formulação do líquido
de Fermi.

Fermi, pois os estados abaixo da energia de Fermi já estão
preenchidos [75]. O overlap entre o elétron livre e a qua-
sipartícula renormalizada é quantificado pela magnitude
da descontinuidade 𝑍𝑝 na superfície de Fermi, conforme
a Fig. 3, sendo a formulação do líquido de Fermi supri-
mida no regime de 𝑍𝑝 → 0 [78]. Entretanto, existem ca-
sos reportados na literatura de metais interagentes sem a
observação de quasipartículas, ou seja, 𝑍𝑝 → 0, de modo
que tais casos não podem ser descritos pela formulação
do líquido de Fermi. Neste caso, típicos exemplos são os
chamados “metais estranhos” [79], supercondutores de
alta temperatura crítica [80] e o líquido de Luttinger em
uma dimensão [78]. Ainda, é reportado na literatura que
a formulação do líquido de Fermi deixa de ser válida em
sistemas do tipo Kondo que apresentam consideráveis ní-
veis de desordem [81]. Convém destacar que o comporta-
mento do tipo líquido de Fermi de sistemas de férmions
pesados na proximidade de pontos críticos quânticos é
tópico atual de pesquisa [79].

III. ISOLANTES CORRELACIONADOS: A FASE
ISOLANTE DE MOTT E O MODELO DE

HUBBARD

Em linguagem simples, a alteração das propriedades
físicas de um material ao se variar um parâmetro de con-
trole como 𝑇 ou 𝑃 é denominada transição de fase [82].
Existem transições de fase que podem ser observadas no
nosso dia a dia, como exemplo mais comum a transi-
ção líquido-sólido da água que ocorre a 0 ∘C sob uma
atmosfera de pressão (atm) ao nível do mar [83]. Um
outro exemplo de transição de fase mais complexa, é a
chamada transição metal-isolante de Mott, a qual pode
ser obtida ao se variar 𝑇 ou 𝑃 , levando a uma compe-
tição entre duas escalas de energia, leia-se a energia ci-
nética dos elétrons, da ordem da largura de banda 𝑊 ,
que se traduz na probabilidade do elétron “saltar” de
um sítio para o outro e a energia de correlação eletrô-
nica, que obriga os elétrons a “pagarem” uma energia
de correlação 𝑈 para ocuparem um sítio onde já existe
outro elétron. Sob tais condições, se torna energetica-
mente favorável para os elétrons se localizarem, dando
origem a uma fase isolante, conforme a Fig. 4. Prevista
teoricamente pelo físico britânico Sir Nevil Mott (1905
- 1996), a fase isolante de Mott se estabelece devido à
forte correlação eletrônica [84]. Portanto, é necessário
um modelo que leve em conta a interação elétron-elétron
pois, em sistemas eletrônicos fortemente correlacionados,
tal interação é comparável ou dominante sobre a energia
cinética e para isso o modelo de Hubbard é utilizado para
descrever a fase isolante originada pela forte correlação
eletrônica [13, 85]. Uma descrição teórica apropriada dos
sistemas eletrônicos fortemente correlacionados levando
em conta todas as interações presentes consiste em um
desafio na pesquisa atual. Visando evidenciar a com-
plexidade envolvida no tratamento físico-matemático de
sistemas onde as diversas interações presentes no sistema
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Figura 4. Rede cristalográfica hipotética em duas dimensões onde
as setas na cor azul indicam os spins dos elétrons e as esferas na cor
vermelha os íons da rede. Ocupação dupla e simples são indicadas.
a) Elétrons itinerantes dão origem ao comportamento metálico. A
repulsão coulombiana 𝑈 entre elétrons no mesmo sítio também é
indicada. Os eixos 𝑎* e 𝑏* representam os vetores da rede crista-
lina. O quadrilátero destacado em azul representa a célula unitária
desta rede cristalográfica hipotética. (b) Fase isolante de Mott an-
tiferromagnética. Figura baseada na Ref. [86]. Detalhes no texto
principal.

são consideradas, convém analisar o chamado operador
Hamiltoniano não-relativístico para a Física do Estado
Sólido [87]. Em tal formulação, considera-se todos os nú-
cleos com número atômico 𝑍𝑛 e massas 𝑀𝑛 ocupando
posições R⃗𝑛 (𝑛 = 1, ..., N), onde 𝑁 é o número total de
núcleos, com uma dada energia cinética e a interação ele-
trostática núcleo-núcleo, sendo não desprezíveis. Ainda,
são considerados elétrons com uma dada energia cinética
e a interação elétron-elétron, assumindo um vetor posição
para os elétrons r⃗𝑖 (𝑖 = 1, ..., N𝑒). Considerando a inte-
ração entre elétrons e relembrando o operador momento
p̂ ≡ −𝑖ℏ𝜕/(𝜕r⃗) e P̂* ≡ −𝑖ℏ𝜕/(𝜕𝑅⃗) para elétrons e nú-
cleos, respectivamente, o Hamiltoniano da Física do Es-
tado Sólido, no sistema de unidades Gaussianas, é dado
por [87]

𝐻̂ =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑃 2
𝑛

2𝑀𝑛
+ 𝑒2

2

𝑁∑︁
𝑛 ̸=𝑚=1

𝑍𝑛𝑍𝑚

| R⃗𝑛 − R⃗𝑚 |
+

𝑁𝑒∑︁
𝑖=1

𝑝2
𝑖

2𝑚

+ 𝑒2

2

𝑁𝑒∑︁
𝑖 ̸=𝑗=1

1
| r⃗𝑖 − r⃗𝑗 |

− 𝑒2
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑁𝑒∑︁
𝑖=1

𝑍𝑛

| R⃗𝑛 − r⃗𝑖 |
.

(67)

O significado físico de cada termo do lado direito da
Eq. 67 é dado por

• o primeiro termo está associado à energia cinética

dos núcleos atômicos (T𝑁*);

• o segundo termo está associado à interação entre
núcleos (V𝑁*−𝑁*);

• o terceiro termo está associado à energia cinética
dos elétrons (T𝑒) em torno dos núcleos;

• o quarto termo leva em conta a interação entre elé-
trons (V𝑒−𝑒), ou seja, a correlação eletrônica;

• o último termo se relaciona à interação entre elé-
trons e núcleos (V𝑒−𝑁*).

Convém destacar que a nomenclatura T𝑁* , V𝑁*−𝑁* , T𝑒,
V𝑒−𝑒 e V𝑒−𝑁* não aparece explicitamente no Hamiltoni-
ano. Tais termos são usados aqui para um melhor en-
tendimento do significado físico de cada termo presente
no Hamiltoniano (Eq. 67). O Hamiltoniano dado pela
Eq. 67 descreve um sistema quântico de muitos corpos
mas, devido à sua complexidade, o mesmo não pode ser
diagonalizado exatamente, sendo necessária a utilização
de aproximações, conforme discutido elegantemente e em
detalhes na Ref. [87]. Note que o Hamiltoniano, Eq. 67, já
é extremamente complexo mesmo sem levar em conta o
acoplamento spin-órbita, interações dipolo-dipolo e efei-
tos gravitacionais. Contrastando com a complexidade
do Hamiltoniano dado pela Eq. 67, o tratamento teórico
de maior sucesso desenvolvido para descrever efeitos de
correlação eletrônica foi introduzido por John Hubbard
(1931 - 1980), cujo Hamiltoniano proposto leva seu nome
[14], e é dado por

𝐻̂ = −
∑︁
𝑖,𝑗,𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑎
†
𝑖𝜎𝑎𝑗𝜎 +

∑︁
𝑖

𝑈𝑛̂𝑖↑𝑛̂𝑖↓, (68)

onde os índices 𝑖 e 𝑗 representam os sítios da rede crista-
lina, ou seja, o somatório

∑︀
𝑖,𝑗 contempla todos os sítios

da rede cristalina, 𝑡𝑖𝑗 o termo de transferência (hopping)
de elétrons do sítio 𝑗 para o sítio 𝑖 da rede, 𝑎†

𝑖𝜎 é o ope-
rador criação, o qual cria um elétron no sítio 𝑖 com a
projeção do spin no eixo-𝑧 sendo representada por 𝜎 e
𝑎𝑗𝜎 é o correspondente operador aniquilação, o qual des-
trói um elétron no sítio 𝑗 com a mesma projeção do spin
𝜎. Os termos 𝑛̂𝑖↑ e 𝑛̂𝑖↓ se referem aos chamados num-
ber operators (operadores número) para spin-up e down,
respectivamente, ou seja, 𝑛̂𝑖𝜎 = 𝑎†

𝑖𝜎𝑎𝑖𝜎 [68]. O sinal nega-
tivo no primeiro termo do lado direito da Eq. 68 se deve
ao fato de que os elétrons de condução tendem a diminuir
a energia total do sistema [88]. Do ponto de vista his-
tórico, é interessante observar que na Ref. [14], Hubbard
não menciona conhecimento da transição de Mott e não
cita o trabalho original de Mott de 1949. Somente em tra-
balho posterior, conhecido na literatura como Hubbard
III, é que Hubbard foi capaz de obter uma aproxima-
ção que contemplava a transição de Mott, naturalmente
citando o trabalho de Mott pela primeira vez [89]. A sé-
rie dos seis trabalhos de Hubbard pode ser encontrada
nas Refs. [14, 89–93]. Vale ressaltar neste ponto que o
modelo de Hubbard tem sido amplamente discutido na
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Figura 5. Representação esquemática do modelo de Hubbard uni-
dimensional dimerizado, conforme a Eq. 69, onde cada par de áto-
mos (esferas azuis) denota um dímero. Os termos de hopping intra-
dímeros 𝑡1 e inter-dímeros 𝑡2, bem como os termos de repulsão cou-
lombiana intra-sítio 𝑈 e inter-sítio 𝑉 também são mostrados.

literatura, conforme as Refs. [94], [95] e [96] e aquelas ali
citadas. Para sistemas eletrônicos no qual a repulsão cou-
lombiana entre sítios 𝑉 (inter-site) não é desprezível, o
modelo de Hubbard dimerizado em uma dimensão tem
sido empregado com sucesso, conforme a Fig. 5. Neste
caso, o Hamiltoniano é dado por [97]

𝐻̂ = 𝑡1
∑︁
𝑖 par, 𝜎

(𝑎†
𝑖 𝜎𝑎𝑖+1𝜎 + H.c.)

+ 𝑡2
∑︁

𝑖 ímpar, 𝜎
(𝑎†
𝑖 𝜎𝑎𝑖+1𝜎 + H.c.)

+ 𝑈
∑︁
𝑖

𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓ + 𝑉
∑︁
𝑖

𝑛𝑖𝑛𝑖+1, (69)

onde 𝑡1 e 𝑡2 são, respectivamente, as integrais de transfe-
rência intra- e inter-dímeros. Note que o termo H.c. re-
presenta o chamado Hermitiano conjugado [68], a ser dis-
cutido na Seção III A 1. O Hamiltoniano dado pela Eq. 69
é o chamado modelo de Hubbard estendido para uma ca-
deia dimerizada. Conforme mencionado anteriormente,
este Hamiltoniano tem sido empregado com sucesso na
descrição das propriedades eletrônicas de diversos siste-
mas eletrônicos fortemente correlacionados. Em particu-
lar, o mesmo tem sido utilizado na descrição da fase de
carga ordenada de vários sistemas, onde a repulsão cou-
lombiana inter-site tem um papel importante [15, 97].
No que segue apresentamos os conceitos e procedimentos
básicos de diagonalização do modelo de Hubbard para o
dímero de Mott.

A. Diagonalização exata do modelo de Hubbard:
um trabalho de “resiliência” físico-matemática

Podemos dizer que o processo de diagonalização do mo-
delo de Hubbard, mesmo para o caso do chamado dímero
de Mott (considerado o caso mais simples de aplicação), a
ser discutido em detalhes nesta Seção, nos exige um certo
grau de “resiliência” físico-matemática. Isto em parte
pelo fato de utilizarmos a notação de segunda quantiza-
ção (que pode ser vista, a priori, como não-intuitiva),
além de aplicarmos vários teoremas e regras da Mecânica

Quântica [51]. No que segue, revisitamos alguns con-
ceitos relevantes da Mecânica Quântica para este traba-
lho. Na notação matricial da Mecânica Quântica, para se
determinar as chamadas auto-energias (ou energias per-
mitidas para as partículas) é necessário diagonalizar a
matriz que representa o Hamiltoniano. Diagonalizar sig-
nifica tornar todos os elementos da matriz iguais a zero,
exceto os elementos da diagonal principal. Tendo espe-
cificado um conjunto de auto-estados |𝜑𝑖⟩ que descreve
nosso sistema, podemos representar o Hamiltoniano em
sua forma matricial da seguinte maneira [66]

𝐻̂ =

⎛⎜⎝⟨𝜑1|𝐻̂|𝜑1⟩ ⟨𝜑1|𝐻̂|𝜑2⟩ · · ·
⟨𝜑2|𝐻̂|𝜑1⟩ ⟨𝜑2|𝐻̂|𝜑2⟩ · · ·

...
... . . .

⎞⎟⎠ . (70)

O processo de diagonalização da matriz Hamiltoniana é
realizado através de operações efetuadas entre as linhas
da matriz e é análogo a resolver um sistema de equações.
Essencialmente, trata-se de um problema típico de álge-
bra linear [98]. Para matrizes como a do Hamiltoniano de
Hubbard, o processo é um pouco mais sofisticado devido
à influência expressiva do tamanho da rede no número
de estados possíveis. Em uma rede com 𝑁 sítios, o nú-
mero de configurações possíveis do sistema é dado por
4𝑁 , visto que as quatro possibilidades por sítio são: va-
zio, up, down e ocupação dupla [99]. O número típico de
sítios em uma rede cristalina real é da ordem do número
de Avogadro. Ocorre que mesmo os recursos computa-
cionais modernos não permitem cálculos com uma rede
desta proporção levando em consideração as típicas inte-
rações em sólidos, conforme discutido anteriormente. O
que geralmente é feito é reduzir o número de sítios da
rede cirstalina para uma centena, ou algumas dezenas.
Usando 10 sítios, por exemplo, uma matriz de ordem 410

= 1.048.576, ou seja, 1.048.576 linhas e 1.048.576 colu-
nas, deve ser diagonalizada, o que é um número “grande”,
mesmo para os supercomputadores atualmente disponí-
veis, tornando necessário o uso de métodos numéricos
aproximativos [100]. É muito importante durante o pro-
cesso de diagonalização encontrar grandezas físicas que se
conservem, pois estas apresentam operadores que comu-
tam com o Hamiltoniano. Isso equivale a dizer que um
auto-estado do Hamiltoniano também será auto-estado
destas grandezas. Muitos modelos de diagonalização pro-
põem a conservação de spin total (𝑆2), do spin na direção
𝑧 (𝑆𝑧) e da carga total. Para sistemas com spin 𝑆 = 1

2 , é
usual tomar uma base simples, onde o spin para baixo é
representado computacionalmente por “0” e o spin para
cima é representado por “1”. Desta forma, através de
uma série de transformações matemáticas é possível es-
crever um estado como uma combinação binária (de 0
e 1) que representa todos os estados de spin do sistema
e que, quando inserido em um Hamiltoniano diagonali-
zado, fornece valores das auto-energias nesta nova base.
Antes de avançarmos para a diagonalização em si, vamos
realizar uma breve revisão sobre a segunda quantização
com o intuito de que a discussão sobre o Hamiltoniano
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de Hubbard seja compreensiva.

1. Introduzindo os famosos operadores criação e destruição

Inicialmente, é conveniente discutirmos a origem física
e histórica dos operadores “criação” e “destruição”. Com
o surgimento da Mecânica Quântica, o entendimento de
que partículas se comportavam exclusivamente como en-
tidades corpusculares, foi colocado em cheque visto que
as mesmas poderiam também se comportar como ondas
e serem descritas pela famosa equação de Schrödinger
(Eq. 1). Essa ideia ficou conhecida como primeira quan-
tização. No entanto, algumas excitações em um dado
meio poderiam também assumir o caráter de partícula.
A ideia de que excitações que são descritas por ondas
poderem se comportar como partículas é conhecida como
segunda quantização [101]. Para discutirmos apropriada-
mente a origem física-matemática dos operadores de se-
gunda quantização, começamos relembrando o operador
Hamiltoniano para sistemas quânticos sob a influência de
um potencial harmônico, ou seja, 𝑈* = 𝐾𝑥̂2

2 [101, 102],
onde 𝑥̂ é o operador posição da partícula e 𝐾 = 𝑚𝜔2

emula a constante elástica, onde 𝜔 é a frequência. Para
este caso, o Hamiltoniano é dado por [101, 102]

𝐻̂ = 𝑝2

2𝑚 + 𝑚𝜔2𝑥̂2

2 . (71)

Os auto-valores da Eq. 71 são da forma

𝐸𝑛 = ℏ𝜔
(︂
𝑛+ 1

2

)︂
, (72)

onde 𝑛 é um número quântico que representa o nível de
energia. Note que mesmo para 𝑛 = 0, temos uma ener-
gia finita, a qual é chamada energia de ponto zero [101].
Neste contexto, para que possamos excitar uma partí-
cula para um nível mais energético, precisamos fornecer
uma quantidade fixa de energia ℏ𝜔. Podemos reescrever
o operador Hamiltoniano da Eq. 71 em termos de dois
novos operadores, os quais são dados por [101]

𝑎 =
√︂
𝑚𝜔

2ℏ

(︂
𝑥̂+ 𝑖

𝑝

𝑚𝜔

)︂
, (73)

𝑎† =
√︂
𝑚𝜔

2ℏ

(︂
𝑥̂− 𝑖

𝑝

𝑚𝜔

)︂
. (74)

Os operadores das Eqs. 73 e 74 são os chamados ope-
radores “destruição” e “criação”, respectivamente. Vale
mencionar que a Eq. 72 refere-se ao caso do oscilador
harmônico quântico, o qual segue as mesmas regras de
comutação de partículas bosônicas, ou seja, partículas
que apresentam o spin sendo um múltiplo inteiro de ℏ.
Neste ponto, considerando as Eqs. 73 e 74, podemos cal-

cular o comutador de 𝑎 e 𝑎†, o qual é dado por [101][︀
𝑎, 𝑎†]︀ = 𝑎𝑎† − 𝑎†𝑎 (75)

=
[︂√︂

𝑚𝜔

2ℏ

(︂
𝑥̂+ 𝑖

𝑝

𝑚𝜔

)︂]︂
×
[︂√︂

𝑚𝜔

2ℏ

(︂
𝑥̂− 𝑖

𝑝

𝑚𝜔

)︂]︂
−

−
[︂√︂

𝑚𝜔

2ℏ

(︂
𝑥̂− 𝑖

𝑝

𝑚𝜔

)︂]︂
×
[︂√︂

𝑚𝜔

2ℏ

(︂
𝑥̂+ 𝑖

𝑝

𝑚𝜔

)︂]︂
,

o que resulta em [101]

[︀
𝑎, 𝑎†]︀ = 𝑚𝜔

2ℏ

(︂
− 𝑖

𝑚𝜔
[𝑥̂, 𝑝] + 𝑖

𝑚𝜔
[𝑝, 𝑥̂]

)︂
. (76)

Como [𝑥̂, 𝑝] = 𝑖ℏ e [𝑝, 𝑥̂] = −𝑖ℏ [60], temos que

[︀
𝑎, 𝑎†]︀ = 𝑚𝜔

2ℏ

(︂
ℏ
𝑚𝜔

+ ℏ
𝑚𝜔

)︂
= 1. (77)

Portanto, para o caso de partículas bosônicas, temos que[︀
𝑎, 𝑎†]︀ = 1 [101]. Em outras palavras, os operadores 𝑎

e 𝑎† não comutam para o caso do oscilador harmônico
quântico o que equivale a dizer que a ordem de aplica-
ção dos mesmos em um determinado estado é relevante
para a obtenção do resultado final. Podemos agora es-
tender esses conceitos para o caso da criação e destruição
de uma partícula, possuindo as próprias regras algébricas
dependendo do spin da partícula, as quais serão discu-
tidas no que segue. A discussão apresentada a seguir é
baseada nas Refs. [68, 103]. Sugerimos adicionalmente a
leitura da Seção 23.3 da Ref. [51] visando complementar
as discussões aqui apresentadas. Ao lidar com férmions,
devemos sempre ter em mente o princípio da exclusão
de Pauli, que diz que dois férmions não podem ocupar o
mesmo estado quântico [60]. Assim, um orbital eletrônico
pode ser ocupado ou por um ou nenhum férmion, sendo
descrito por |1⟩ e |0⟩, respectivamente. Definimos uma
base ortonormal genérica |𝑢𝛼⟩ = |𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩, onde
𝑢𝛼 representa a ocupação dos estados 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙, .... Para o
caso de bósons, a ocupação dos estados não se restringe a
apenas estados ocupados ou desocupados, podendo haver
um número arbitrário de partículas ocupando o mesmo
estado. Antes de avançarmos, vale ressaltar que a no-
tação em termos de |𝑢𝛼⟩ = |𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ é utilizada
na Ref. [68] para o tratamento de férmions e bósons. Por
conveniência aqui faremos uso da mesma notação. Neste
contexto, introduzimos o operador criação para férmions
𝑎†
𝑖 , que ao atuar sobre um conjunto de estados |𝑢𝛼⟩ cria

uma partícula no estado 𝑖, caso o mesmo esteja original-
mente desocupado, considerando que os estados 𝑗, 𝑘, 𝑙
estão ocupados, sendo tal processo descrito matematica-
mente por [68]

𝑎†
𝑖 |𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ = |𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩. (78)

A ação do operador 𝑎†
𝑖 em |𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ só foi possível

pois o estado 𝑖 estava desocupado. Vale ressaltar que o
operador 𝑎†

𝑖 atua apenas no estado 𝑖, deixando os demais
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estados inalterados. Caso o estado já estivesse ocupado,
teríamos que

𝑎†
𝑖 |𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ = 0, (79)

ou seja, como não foi possível criar uma partícula no
estado 𝑖, pois o mesmo já estava ocupado, a operação
resulta no valor 0. A priori, esta operação é contra-
intuitiva visto que os estados 𝑗, 𝑘, 𝑙 também estão ocupa-
dos antes da atuação do operador 𝑎†

𝑖 . Note que o resul-
tado da Eq. 79 ser zero não implica que os estados 𝑗, 𝑘,
𝑙 ficarão descoupados após a referida operação. A Eq. 79
nos indica apenas que não é possível criar uma partí-
cula no estado 𝑖, uma vez que o mesmo já está ocupado,
mantendo a ocupação dos outros estados inalterada. De-
finimos agora o conjugado Hermitiano de 𝑎†

𝑖 , ou seja, o
operador que é ao mesmo tempo o complexo conjugado
e o transposto de 𝑎†

𝑖 , o chamado operador aniquilação ou
destruição 𝑎𝑖, que ao atuar sobre um conjunto de estados
|𝑢𝛼⟩, destrói o estado |𝑢𝑖⟩, ou seja

𝑎𝑖|𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ = |𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩. (80)

Analogamente à Eq. 79, se aplicarmos 𝑎𝑖 em um estado 𝑖
não ocupado, temos que

𝑎𝑖|𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ = 0. (81)

Se aplicarmos de maneira sucessiva as Eqs. 78 e 80, o
estado |𝑖⟩ permanecerá inalterado caso esteja original-
mente desocupado. Aqui, relembramos o operador nú-
mero 𝑛̂𝑖𝜎 = 𝑎†

𝑖𝜎𝑎𝑖𝜎 que, ao aplicarmos em um estado 𝑖,
computaremos o auto-valor desse operador, que para o
caso do estado ocupado é 1 e para o desocupado é 0.
Os operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑖 obedecem algumas relações de co-
mutação, que para o caso de férmions são chamadas de
relações de anticomutação. Ao criar dois estados, |𝑢𝑖⟩ e
|𝑢𝑗⟩, através da ação dos operadores criação, temos que
os auto-valores desses operadores não serão zero quando
esses estados estiverem inicialmente desocupados, por-
tanto

𝑎†
𝑖𝑎

†
𝑗 |𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ = |𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩. (82)

É necessário que o estado no qual o operador irá atuar
seja adjacente ao operador. Caso não seja, utilizamos a
seguinte propriedade [60]

𝑎𝑖𝑎
†
𝑗 |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = 𝑎𝑖|𝑢𝑗 , 𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ (83)

= −𝑎𝑖|𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩ = −|𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩. (84)

Para trocarmos a ordem com que os estados aparecem,
devemos adicionar um sinal negativo devido ao fato de
que a função de onda para férmions é antissimétrica. Isso
ocorre pois, se considerarmos dois spins-up em um mesmo
sítio, a função de onda total deve ser a soma das funções
de onda de cada spin, sendo as mesmas mas com sinal
trocado. Tal propriedade garante que neste caso a função

de onda total se anule, ou seja, a probabilidade de se en-
contrar dois spins-up no mesmo sítio é zero. Portanto, o
fato da função de onda de férmions ser antisimétrica está
relacionado com o fato de que dois férmions idênticos não
podem ocupar o mesmo estado quântico, conforme esta-
belecido pelo princípio da exclusão de Pauli [50]. Assim,
temos que [60]

|𝑢𝑗 , 𝑢𝑖, 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩ = −|𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑘, 𝑢𝑙, ...⟩. (85)

Portanto, a ordem que aplicamos os operadores interfere
no resultado final, ou seja [68]

𝑎𝑖𝑎
†
𝑗 = −𝑎†

𝑗𝑎𝑖. (86)

Vale ressaltar que a Eq. 86 é aplicável apenas para o caso
em que 𝑖 ̸= 𝑗. Assim, podemos definir uma relação de
anticomutação dada por

[𝐴,𝐵] = 𝐴𝐵 +𝐵𝐴, (87)

onde 𝐴 e 𝐵 são dois operadores quaisquer. Substituindo
os operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑗 na Eq. 87 obtemos

[𝑎𝑖, 𝑎†
𝑗 ] = 𝑎𝑖𝑎

†
𝑗 + 𝑎†

𝑗𝑎𝑖 = 0. (88)

O mesmo vale ao trocar a ordem de aplicação dos opera-
dores, leia-se

[𝑎†
𝑗 , 𝑎𝑖] = 𝑎†

𝑗𝑎𝑖 + 𝑎𝑖𝑎
†
𝑗 = 0. (89)

Novamente, análogo à Eq. 86, as Eqs. 88 e 89 também
só valem para o caso 𝑖 ̸= 𝑗. Analisemos agora [𝑎𝑖, 𝑎†

𝑗 ]
visando demonstrar que o mesmo é igual a 0, conforme
a Eq. 88. Para isso, aplicaremos os operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑗 no
estado |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ e, portanto, temos

𝑎𝑖𝑎
†
𝑗 |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = 𝑎𝑖|𝑢𝑗 , 𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩,

= −𝑎𝑖|𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩,
= −|𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩. (90)

Note que na Eq. 90 foi necessário considerar um sinal
negativo, conforme a Eq. 85, pois o estado adjacente ao
operador deve ser o mesmo. Aplicando agora 𝑎†

𝑗𝑎𝑖 no
mesmo conjunto hipotético de estados |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩, temos
que

𝑎†
𝑗𝑎𝑖|𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = 𝑎†

𝑗 |𝑢𝑙, ...⟩,
= |𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩. (91)

Somando as Eqs. 90 e 91

(𝑎𝑖𝑎†
𝑗 + 𝑎†

𝑗𝑎𝑖)|𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = −|𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩ + |𝑢𝑗 , 𝑢𝑙, ...⟩ = 0,
(92)

demonstrando assim a Eq. 88. Para o caso em que 𝑖 =
𝑗, ao aplicar os operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑖 no referido estado
hipotético obtemos

𝑎𝑖𝑎
†
𝑖 |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = 0. (93)
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Perceba que a Eq. 93 nos indica que não é possível criar
um estado que já existe. Invertendo agora a ordem de
aplicação dos operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑖

𝑎†
𝑖𝑎𝑖|𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = 𝑎†

𝑖 |𝑢𝑙, ...⟩
= |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩. (94)

Podemos então escrever

(𝑎𝑖𝑎†
𝑖 + 𝑎†

𝑖𝑎𝑖)|𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = 0 + |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩ = |𝑢𝑖, 𝑢𝑙, ...⟩.
(95)

Portanto, temos que

[𝑎𝑖, 𝑎†
𝑖 ] = (𝑎𝑖𝑎†

𝑖 + 𝑎†
𝑖𝑎𝑖) = 1, (96)

ou seja, o número 1 indica que o estado fica inalterado
após a aplicação dos operadores 𝑎†

𝑖 e 𝑎𝑖, conforme a Eq. 95
[68]. Assim, o anticomutador dos operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑖 pode
ser generalizado da seguinte maneira [68]

[𝑎𝑖, 𝑎†
𝑗 ] = 𝛿𝑖𝑗 , (97)

onde 𝛿𝑖𝑗 é conhecido como delta de Kronecker, sendo
𝛿𝑖𝑗 = 0 para 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝛿𝑖𝑗 = 1 para 𝑖 = 𝑗, generali-
zando assim os resultados obtidos. A interpretação fí-
sica por detrás desse resultado é: se estamos tratando
de estados distintos, ou seja, 𝑖 ̸= 𝑗, os operadores 𝑎𝑖 e
𝑎†
𝑗 anticomutam e portanto podemos aplicá-los nos es-

tados que compõe nosso conjunto de base em qualquer
ordem sem alteração do resultado final, ou seja, a cria-
ção/destruição de um férmion em um estado 𝑖 não inter-
fere na criação/destruição de outro férmion em um es-
tado 𝑗. Contudo, quando estamos lidando com o mesmo
estado (𝑖 = 𝑗), os operadores 𝑎𝑖 e 𝑎†

𝑖 deixam de comu-
tarem entre si e assim a ordem de aplicação dos opera-
dores interfere no resultado final. Isto ocorre devido ao
fato de que estamos lidando com férmions e portanto o
princípio de exclusão de Pauli deve ser respeitado [66].
Avançando agora para a diagonalização do Hamiltoni-
ano de Hubbard, vale mencionar que uma discussão sobre
tal diagonalização foi reportada nas Refs. [51, 104–106].
Contudo, o objetivo deste trabalho é realizar tal diago-
nalização passo a passo e de forma pedagógica, visando
proporcionar ao leitor/leitora um entendimento físico e
matemático sobre o tema. Para tal, analisamos o caso
mais simples que se refere a dois sítios, o chamado dí-
mero de Mott, o qual apresenta no total 16 auto estados
se considerarmos 0, 1, 2, 3 ou 4 elétrons [107]. No que
segue será analisado o caso que descreve dois elétrons e
dois sítios totalizando 6 configurações de spins (auto es-
tados) distintas, conforme a Tabela I. Um sistema desse
tipo pode ser considerado como uma boa aproximação
para aplicação em sistemas reais, como, por exemplo,
uma molécula de Hidrogênio (H2), onde cada átomo pos-
sui apenas um elétron em seu orbital 𝑠 [51], conforme a
Fig. 6. As possíveis configurações de spin e seus respecti-
vos auto-vetores são mostradas na Tabela I, bem como a
representação esquemática associada a cada estado, con-
forme a Fig. 7. Os estados do dímero de Mott podem

|ψi〉 |ψj〉

Figura 6. Representação esquemática de uma molécula de Hidro-
gênio (H2), com um elétron em cada orbital 𝑠. As esferas azuis
representam o núcleo do átomo de Hidrogênio, as linhas tracejadas
o orbital 𝑠 e os pontos em vermelho indicam os elétrons com funções
de onda |𝜓𝑖⟩ e |𝜓𝑗⟩. O cilindro na cor cinza representa a ligação
química do tipo covalente entre os dois átomos de Hidrogênio.

sítio 𝑖 sítio 𝑗 auto-vetores
↑ ↑ |𝐴⟩ = 𝑎†

𝑖↑𝑎
†
𝑗↑|0⟩

↓ ↓ |𝐵⟩ = 𝑎†
𝑖↓𝑎

†
𝑗↓|0⟩

↑ ↓ |𝐶⟩ = 𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑗↓|0⟩

↓ ↑ |𝐷⟩ = 𝑎†
𝑖↓𝑎

†
𝑗↑|0⟩

↑ ↓ - |𝐸⟩ = 𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑖↓|0⟩

- ↑ ↓ |𝐹 ⟩ = 𝑎†
𝑗↑𝑎

†
𝑗↓|0⟩

Tabela I. Representação das possíveis configurações que o sistema
dado por dois elétrons e dois sítios pode assumir. As setas para
cima indicam spin-up, já as setas para baixo indicam spin-down.
São definidos seis auto-vetores em termos do estado vazio (vácuo)
|0⟩, que vão de 𝐴 a 𝐹 . A presente tabela é baseada na Ref. [104].

ser representados da seguinte forma⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|𝜓1⟩ = |𝐴⟩ = 𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑗↑|0⟩,

|𝜓2⟩ = |𝐵⟩ = 𝑎†
𝑖↓𝑎

†
𝑗↓|0⟩,

|𝜓3⟩ = 1√
2 (|𝐶⟩ − |𝐷⟩) = 1√

2 (𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑗↓ − 𝑎†

𝑖↓𝑎
†
𝑗↑)|0⟩,

|𝜓4⟩ = 1√
2 (|𝐸⟩ − |𝐹 ⟩) = 1√

2 (𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑖↓ − 𝑎†

𝑗↑𝑎
†
𝑗↓)|0⟩,

|𝜓5⟩ = 1√
2 (|𝐶⟩ + |𝐷⟩) = 1√

2 (𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑗↓ + 𝑎†

𝑖↓𝑎
†
𝑗↑)|0⟩,

|𝜓6⟩ = 1√
2 (|𝐸⟩ + |𝐹 ⟩) = 1√

2 (𝑎†
𝑖↑𝑎

†
𝑖↓ + 𝑎†

𝑗↑𝑎
†
𝑗↓)|0⟩.

(98)
Note que os auto-vetores |𝜓3⟩ e |𝜓5⟩ representam a super-
posição entre as configurações de spin c) e d) na Fig. 7,
da mesma forma que |𝜓4⟩ e |𝜓6⟩ denotam a superpo-
sição entre as configurações de spin e) e f) [51, 104],
conforme destacado pelos retângulos de diferentes cores
na Fig. 7. Analisando os auto-estados |𝜓𝑖⟩ mostrados na
Eq. 98, com 𝑖 = 3, 4, 5, 6, podem ser expressos em termos
de suas combinações lineares por se tratarem de superpo-
sições de outros estados, dado que a superposição entre
dois estados genéricos pode ser expressa por

|𝜓⟩ = 𝛼|𝑎⟩ + 𝛽|𝑏⟩, (99)

onde 𝛼 e 𝛽 obedecem a seguinte regra de normalização

|𝛼|2 + |𝛽|2 = 1, (100)

sendo |𝛼|2 e |𝛽|2 as probabilidades de se medir o sistema
nos estados |𝑎⟩ e |𝑏⟩, respectivamente. Como no caso ana-
lisado os estados são igualmente prováveis, |𝛼|2 = |𝛽|2,
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a) b)
|A〉 |B〉

c) d)
|C〉 |D〉

e) f)
|E〉 |F〉

Figura 7. Representação esquemática das possíveis configurações da projeção no eixo-𝑧 do spin dos elétrons em cada sítio em um dímero
de Mott, conforme a Tabela I. Em a) cada elétron com spin-up ocupa um sítio. Em b) uma situação similar ao caso a) mas com as direções
dos spins trocadas. Em c) cada elétron ocupa um sítio, mas um deles apresenta spin-up e o outro spin-down. Em d) uma situação análoga
a c) é representada mas com os sítios trocados. Em e) existem dois elétrons ocupando o mesmo sítio e finalmente em f) os elétrons também
ocupam duplamente um sítio, sendo um estado equivalente daquele mostrado em e). A falta de alinhamento perfeito entre os spins é dada
via argumentos de Mecânica Quântica relacionados ao princípio da incerteza de Heisenberg, conforme a Ref. [108].

temos que

|𝛼|2 + |𝛼|2 = 1 =⇒ |𝛼| = 1√
2
, (101)

justificando, portanto, o fator 1√
2 multiplicando a super-

posição dos estados |𝐶⟩ e |𝐷⟩ em |𝜓3⟩ e |𝜓5⟩, bem como
|𝐸⟩ e |𝐹 ⟩ em |𝜓4⟩ e |𝜓6⟩, conforme 98. Por simplicidade,
é conveniente reescrever o Hamiltoniano da Eq. 68 da se-
guinte maneira [51]

𝐻̂ = 𝐻̂ℎ + 𝐻̂𝐶 , (102)

onde 𝐻̂ℎ refere-se ao termo de hopping, ou seja, a contri-
buição da energia cinética dos elétrons ao Hamiltoniano
de Hubbard, e 𝐻̂𝐶 refere-se a contribuição associada à re-
pulsão coulombiana entre elétrons no mesmo sítio. Como
estamos lidando com apenas dois sítios, podemos “abrir”
os somatórios presentes na Eq. 68 referentes ao sítios da
rede em apenas dois termos, portanto, o Hamiltoniano
dado pela Eq. 102 pode ser reescrito como [104]

𝐻̂ = −𝑡
∑︁
𝜎

(𝑎†
𝑖𝜎𝑎𝑗𝜎+𝑎†

𝑗𝜎𝑎𝑖𝜎)+𝑈(𝑛̂𝑖↑𝑛̂𝑖↓+𝑛̂𝑗↑𝑛̂𝑗↓). (103)

Assim, ficamos apenas com o somatório referente a 𝜎,
visto que já englobamos os dois sítios do dímero. Como
𝑛̂𝑖↑ = 𝑎†

𝑖↑𝑎𝑖↑, podemos reescrever o Hamiltoniano da
Eq. 103 da seguinte maneira

𝐻̂ = −𝑡
∑︁
𝜎

(𝑎†
𝑖𝜎𝑎𝑗𝜎 + 𝑎†

𝑗𝜎𝑎𝑖𝜎)

+ 𝑈(𝑎†
𝑖↑𝑎𝑖↑𝑎

†
𝑖↓𝑎𝑖↓ + 𝑎†

𝑗↑𝑎𝑗↑𝑎
†
𝑗↓𝑎𝑗↓).

(104)

Agora, iniciaremos o processo para encontrar as auto-
energias do dímero de Mott para o estado fundamental,
ou seja, aquele de menor energia. Para tal, vamos aplicar
o operador Hamiltoniano dado pela Eq. 104 para todos
os auto-estados do sistema, conforme 98. Ao aplicar o
operador Hamiltoniano, o resultado será a auto-energia
do estado considerado, ou seja, 𝐻̂|𝜓𝑖⟩ = 𝐸𝑖|𝜓𝑖⟩. Con-
siderando o operador Hamiltoniano da Eq. 104 aplicado
primeiramente no auto-estado |𝜓1⟩ = 𝑎†

𝑖↑𝑎
†
𝑗↑|0⟩, temos,

conforme a Eq. 102, que

𝐻̂|𝜓1⟩ = (𝐻̂ℎ + 𝐻̂𝐶)|𝜓1⟩. (105)

Tomando o primeiro termo 𝐻̂ℎ = −𝑡
∑︀
𝜎(𝑎†

𝑖𝜎𝑎𝑗𝜎+𝑎†
𝑗𝜎𝑎𝑖𝜎)

[104] da Eq. 105 aplicado a |𝜓1⟩ e simplificando a notação
𝑎𝑖𝜎 como 𝑖𝜎 e 𝑎𝑗𝜎 como 𝑗𝜎, temos que

𝐻̂ℎ|𝜓1⟩ = −𝑡
∑︁
𝜎

(𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↑𝑗

†
↑ + 𝑗†

𝜎𝑖𝜎𝑖
†
↑𝑗

†
↑)|0⟩. (106)

Note que |𝜓1⟩ representa um par de spins-up e |𝜓2⟩ =
𝑖†↓𝑗

†
↓|0⟩ um par de spins-down, conforme os estados re-

presentados em 98, Tabela I e Fig. 7. Escrevendo então
os spins-up na Eq. 106 com um rótulo genérico 𝜎′ nos pos-
sibilita calcular 𝐻̂ℎ tanto para |𝜓1⟩ como |𝜓2⟩ de uma só
vez, da forma

𝐻̂ℎ|𝜓1,2⟩ = −𝑡
∑︁
𝜎

(𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
𝜎′𝑗

†
𝜎′ + 𝑗†

𝜎𝑖𝜎𝑖
†
𝜎′𝑗

†
𝜎′)|0⟩. (107)

Começamos analisando o primeiro termo do lado direito
da Eq. 107. Relembrando as relações de anticomutação
apresentadas anteriormente na Eq. 86, podemos escrever
𝑗𝜎𝑖

†
𝜎′ como −𝑖†𝜎′𝑗𝜎

−𝑡
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎

−𝑖†
𝜎′ 𝑗𝜎⏞  ⏟  

𝑗𝜎𝑖
†
𝜎′ 𝑗

†
𝜎′ |0⟩ = 𝑡

∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑖
†
𝜎′𝑗𝜎𝑗

†
𝜎′ |0⟩. (108)

Utilizando a Eq. 97, temos que

𝑗𝜎𝑗
†
𝜎′ = 𝛿𝜎,𝜎′ − 𝑗†

𝜎′𝑗𝜎. (109)

Substituindo a Eq. 109 na Eq. 108, ficamos com

𝑡
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑖
†
𝜎′(𝛿𝜎,𝜎′ − 𝑗†

𝜎′𝑗𝜎)|0⟩ =

𝑡
∑︁
𝜎

(𝑖†𝜎𝑖
†
𝜎′𝛿𝜎,𝜎′ |0⟩ − 𝑖†𝜎𝑖

†
𝜎′𝑗

†
𝜎′

0⏞  ⏟  
𝑗𝜎|0⟩).

(110)

Conforme discutido anteriormente, o termo 𝑗𝜎|0⟩ é igual
a zero pois é destruído um elétron no sítio 𝑗, o qual já
está vazio. Como 𝛿𝜎,𝜎′ é uma delta de Kronecker, sendo
nula exceto para 𝜎 = 𝜎′, podemos escrever

𝑡
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑖
†
𝜎|0⟩ = 0, (111)
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pois dois elétrons com mesmo spin estão sendo criados no
mesmo sítio, o que viola o princípio de exclusão de Pauli.
Perceba que este resultado nos mostra que a aplicação
do arcabouço de Mecânica Quântica aqui discutido nos
dá um resultado físico consistente! Agora, analisando o
segundo termo do lado direito da Eq. 107 e fazendo uso
da Eq. 97 temos que

−𝑡
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
𝜎′𝑗

†
𝜎′ |0⟩ = −𝑡

∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎(𝛿𝜎,𝜎′ − 𝑖†𝜎′𝑖𝜎)𝑗†

𝜎′ |0⟩,

(112)

−𝑡
∑︁
𝜎

(𝑗†
𝜎𝛿𝜎,𝜎′𝑗†

𝜎′ |0⟩−

0⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖

†
𝜎′𝑖𝜎𝑗

†
𝜎′ |0⟩) = −𝑡

∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝛿𝜎,𝜎′𝑗†

𝜎′ |0⟩.

(113)
Note que o segundo termo do lado esquerdo da Eq. 113
também é nulo devido ao fato de que é criado um elétron
no sítio 𝑗 com spin 𝜎′ mas logo depois é destruído um
elétron com spin 𝜎 no sítio 𝑖, o qual já está desocupado.
Considerando o fato de que o único caso em que 𝛿𝜎,𝜎′ não
é zero se dá para 𝜎 = 𝜎′, temos que

−𝑡
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑗

†
𝜎|0⟩ = 0. (114)

Perceba que a Eq. 114 também retorna o valor zero, pois
não é possível criar dois elétrons com o mesmo spin, no
presente caso 𝜎, no mesmo sítio, o que violaria o princípio
de exclusão de Pauli [51]. Portanto, o termo do Hamilto-
niano associado ao hopping dos elétrons ao ser aplicado
em |𝜓1⟩ e |𝜓2⟩ é [51, 104]

𝐻̂ℎ|𝜓1,2⟩ = 0. (115)

No que segue, aplicamos 𝐻̂𝐶 em |𝜓1⟩ = 𝑖†↑𝑗
†
↑|0⟩, consi-

derando a notação adotada no presente trabalho 𝐻̂𝐶 =
𝑈(𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓ +𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓) [51, 104]. Assim, podemos escrever

𝐻̂𝐶 |𝜓1⟩ = 𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑗

†
↑|0⟩ + 𝑈𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑗

†
↑|0⟩. (116)

Considerando o primeiro termo do lado direito da Eq. 116

𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓|𝑖↑; 𝑗↑⟩, (117)

onde o termo |𝑖↑; 𝑗↑⟩ indica que há um elétron com spin-
up no sítio 𝑖 e outro com spin-up no sítio 𝑗. Assim,
seguindo a ordem de aplicação dos operadores [109]

𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓|𝑖↑; 𝑗↑⟩ = 0, (118)

pois estamos aniquilando um elétron com spin-down onde
o mesmo não existe. Analisando o segundo termo do lado
direito da Eq. 116, temos que

𝑈𝑗†
↑𝑗↑𝑗

†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑈𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓|𝑖↑; 𝑗↑⟩ = 0. (119)

Neste caso, ao aplicarmos o operador 𝑗↓ em |𝑖↑; 𝑗↑⟩ temos
que 𝑗↓|𝑖↑; 𝑗↑⟩ = 0, pois não há um elétron com spin-down

no sítio 𝑗 para ser destruído. Assim, considerando que
tanto 𝐻ℎ|𝜓1⟩ = 0 e 𝐻𝐶 |𝜓1⟩ = 0, o auto-valor do Hamil-
toniano de Hubbard aplicado a 𝜓1 é [51]

𝐻̂|𝜓1⟩ = 0|𝜓1⟩. (120)

Relembrando o resultado obtido na Eq. 115, o termo as-
sociado ao hopping aplicado a |𝜓2⟩ já foi calculado. Por-
tanto, precisamos aplicar 𝐻̂𝐶 = 𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓ + 𝑈𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓

em |𝜓2⟩ = 𝑖†↓𝑗
†
↓|0⟩, obtendo assim

𝐻̂𝐶 |𝜓2⟩ = 𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓𝑖

†
↓𝑗

†
↓|0⟩ + 𝑈𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↓𝑗

†
↓|0⟩. (121)

Analisando o primeiro termo do lado direito da Eq. 121

𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓𝑖

†
↓𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓|𝑖↓; 𝑗↓⟩, (122)

então [51, 104]

𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓|𝑗↓⟩ = 𝑈𝑖†↑𝑖↑|𝑖↓; 𝑗↓⟩ = 0. (123)

Analogamente à Eq. 119, a Eq. 123 nos indica que não é
possível destruir um elétron com spin-up no sítio 𝑖 pois
não há nenhum elétron com spin-up neste sítio, justifi-
cando o resultado obtido. Analisando agora o segundo
termo do lado direito da Eq. 121

𝑈𝑗†
↑𝑗↑𝑗

†
↓𝑗↓𝑖

†
↓𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑈𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓|𝑖↓; 𝑗↓⟩, (124)

e aplicando o operador 𝑗↓

𝑈𝑗†
↑𝑗↑𝑗

†
↓|𝑖↓; 0⟩ = 𝑈𝑗†

↑𝑗↑|𝑖↓; 𝑗↓⟩ = 0. (125)

Novamente, não existe um elétron a ser destruído ao apli-
car 𝑗↑ em |𝑖↓; 𝑗↓⟩ e a operação resulta em zero. Portanto,
temos que

𝐻̂𝐶 |𝜓2⟩ = 0. (126)

Considerando a Eq. 115 e o resultado dado pela Eq. 126,
temos que [51]

𝐻̂|𝜓2⟩ = 0|𝜓2⟩, (127)

onde 0 é o auto-valor de 𝐻̂ aplicado a |𝜓2⟩. O signifi-
cado físico por detrás das Eqs. 120 e 127 é que devido ao
fato de que os spins “apontam” na mesma direção em
sítios vizinhos, não há dupla ocupação e nem a possibili-
dade de hopping pelo princípio da exclusão de Pauli [51].
Aplicando o operador Hamiltoniano 𝐻̂ em |𝜓3⟩, temos
[51, 104]

𝐻̂|𝜓3⟩ = (𝐻̂ℎ + 𝐻̂𝐶)|𝜓3⟩. (128)

Analisando primeiramente 𝐻̂ℎ aplicado a |𝜓3⟩ =
1√
2 (𝑖†↑𝑗

†
↓ − 𝑖†↓𝑗

†
↑)|0⟩, obtemos

𝐻̂ℎ|𝜓3⟩ = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

(𝑖†𝜎𝑗𝜎 + 𝑗†
𝜎𝑖𝜎)(𝑖†↑𝑗

†
↓ − 𝑖†↓𝑗

†
↑)|0⟩, (129)
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𝐻̂ℎ|𝜓3⟩ = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

(︀
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖

†
↑𝑗

†
↓ − 𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖

†
↓𝑗

†
↑

+𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑗

†
↓ − 𝑗†

𝜎𝑖𝜎𝑖
†
↓𝑗

†
↑
)︀
|0⟩. (130)

O primeiro termo do lado direito da Eq. 130 pode ser
escrito como

− 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑖↑; 𝑗↓⟩. (131)

Considerando 𝜎 =↑, ↓, podemos reescrever o somatório
do lado direito da Eq. 131 como

− 𝑡√
2

(𝑖†↑

0⏞  ⏟  
𝑗↑|𝑖↑; 𝑗↓⟩ +𝑖†↓𝑗↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩) = − 𝑡√

2
|𝑖↓𝑖↑⟩. (132)

O primeiro termo do lado esquerdo da Eq. 132 é nulo
pois não há um elétron com spin-up no sítio 𝑗 para ser
destruído. Já o segundo termo do lado direito da Eq. 130
é dado por

𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑖↓; 𝑗↑⟩, (133)

𝑡√
2

(𝑖†↑𝑗↑|𝑖↓; 𝑗↑⟩ + 𝑖†↓

0⏞  ⏟  
𝑗↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩) = 𝑡√

2
|𝑖↑𝑖↓⟩ = 𝑡√

2
|𝑖↓𝑖↑⟩.

(134)
Analisando então o terceiro termo do lado direito da
Eq. 130

− 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↑; 𝑗↓⟩, (135)

− 𝑡√
2

(𝑗†
↑𝑖↑|𝑖↑; 𝑗↓⟩ + 𝑗†

↓

0⏞  ⏟  
𝑖↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩) = − 𝑡√

2
|𝑗↑𝑗↓⟩. (136)

Por fim, o quarto termo do lado direito da Eq. 130 é dado
por

𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↓; 𝑗↑⟩, (137)

𝑡√
2

(𝑗†
↑

0⏞  ⏟  
𝑖↑|𝑖↓; 𝑗↑⟩ +𝑗†

↓𝑖↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩) = 𝑡√
2

|𝑗↓𝑗↑⟩ = 𝑡√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩.

(138)
Substituindo as Eqs. 132, 134, 136 e 138 na Eq. 130, te-
mos que

𝐻̂ℎ|𝜓3⟩ = − 𝑡√
2

(|𝑖↓𝑖↑⟩ − |𝑖↓𝑖↑⟩

+ |𝑗↑𝑗↓⟩ − |𝑗↑𝑗↓⟩) = 0|𝜓3⟩,
(139)

pois os termos dentro do parêntesis se cancelam. Tal
resultado implica que o estado |𝜓3⟩, dado pela super-
posição dos estados c) e d) na Fig. 7, não possui uma

contribuição resultante de hopping, ou seja, o estado
|𝜓3⟩ representa um estado isolante independente do va-
lor de 𝑈 e 𝑡. Agora considerando os termos associ-
dado a 𝐻̂𝐶 = 𝑈𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓ + 𝑈𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓ aplicado em |𝜓3⟩ =

1√
2 (𝑖†↑𝑗

†
↓ − 𝑖†↓𝑗

†
↑)|0⟩, temos

𝐻̂𝐶 |𝜓3⟩ = 𝑈√
2

(

Θ𝐶,1⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓ −

Θ𝐶,2⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑

+

Θ𝐶,3⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓ −

Θ𝐶,4⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑)|0⟩.

(140)

Então, computando os termos Θ𝐶,1, Θ𝐶,2, Θ𝐶,3 e Θ𝐶,4
da Eq. 140, temos

Θ𝐶,1 = 𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓

0⏞  ⏟  
𝑖↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩ = 0, (141)

Θ𝐶,2 = 𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓𝑖↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩

= 𝑖†↑𝑖↑𝑖
†
↓|𝑗↑⟩

= 𝑖†↑

0⏞  ⏟  
𝑖↑|𝑖↓; 𝑗↑⟩ = 0, (142)

Θ𝐶,3 = 𝑗†
↑𝑗↑𝑗

†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩

= 𝑗†
↑𝑗↑𝑗

†
↓|𝑖↑⟩

= 𝑗†
↑

0⏞  ⏟  
𝑗↑|𝑖↑; 𝑗↓⟩ = 0, (143)

Θ𝐶,4 = 𝑗†
↑𝑗↑𝑗

†
↓𝑗↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓

0⏞  ⏟  
𝑗↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩ = 0. (144)

Portanto, temos que

𝐻̂𝐶 |𝜓3⟩ = 0|𝜓3⟩. (145)

Como 𝐻̂ℎ|𝜓3⟩ = 0|𝜓3⟩ e 𝐻̂𝐶 |𝜓3⟩ = 0|𝜓3⟩, da Eq. 128,
temos que

𝐻̂|𝜓3⟩ = 0|𝜓3⟩. (146)

Agora, vamos analisar o operador Hamiltoniano 𝐻̂ apli-
cado em |𝜓4⟩ = 1√

2 (𝑖†↑𝑖
†
↓ − 𝑗†

↑𝑗
†
↓)|0⟩

𝐻̂|𝜓4⟩ = (𝐻̂ℎ + 𝐻̂𝐶)|𝜓4⟩. (147)

De maneira análoga aos demais estados, analisaremos
primeiramente 𝐻̂ℎ, então

𝐻̂ℎ|𝜓4⟩ = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

(

Λℎ,1⏞  ⏟  
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖

†
↑𝑖

†
↓ −

Λℎ,2⏞  ⏟  
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑗

†
↑𝑗

†
↓

+

Λℎ,3⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑖

†
↓ −

Λℎ,4⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑗

†
↑𝑗

†
↓)|0⟩.

(148)
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Considerando o termo Λℎ,1 da Eq. 148

Λℎ,1 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑖↑𝑖↓⟩,

(149)
Novamente, considerando 𝜎 =↑, ↓, podemos abrir o so-
matório da Eq. 149 da seguinte forma

− 𝑡√
2

(

0⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑗↑|𝑖↑𝑖↓⟩ +

0⏞  ⏟  
𝑖†↓𝑗↓|𝑖↑𝑖↓⟩) = 0. (150)

Os termos na Eq. 150 são iguais a zero pelo fato de que
em ambos os casos um elétron no sítio 𝑗 é aniquilado, mas
não há elétron no sítio 𝑗, o que leva o estado a ser com-
pletamente destruído [51]. Considerando agora o termo
Λℎ,2, temos que

Λℎ,2 = 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑗
†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑗↑𝑗↓⟩ =

𝑡√
2

(︁
𝑖†↑𝑗↑|𝑗↑𝑗↓⟩ + 𝑖†↓𝑗↓|𝑗↑𝑗↓⟩

)︁
= 𝑡√

2
(|𝑖↑; 𝑗↓⟩ + |𝑖↓; 𝑗↑⟩) .

(151)
Analisando o termo Λℎ,3 da Eq. 148

Λℎ,3 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↑𝑖↓⟩,

(152)
o que leva a

Λℎ,3 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↑𝑖↓⟩ (153)

= − 𝑡√
2

(︁
𝑗†

↑𝑖↑|𝑖↑𝑖↓⟩ + 𝑗†
↓𝑖↓|𝑖↑𝑖↓⟩

)︁
= − 𝑡√

2
(|𝑖↓; 𝑗↑⟩ + |𝑖↑; 𝑗↓⟩). (154)

Finalmente, o termo Λℎ,4 da Eq. 148 é dado por

Λℎ,4 = 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑗

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑗↑𝑗↓⟩

= 𝑡√
2

(𝑗†
↑

0⏞  ⏟  
𝑖↑|𝑗↑𝑗↓⟩ +𝑗†

↓

0⏞  ⏟  
𝑖↓|𝑗↑𝑗↓⟩) = 0. (155)

Novamente, note que a Eq. 155 é igual a zero pois um elé-
tron deve ser aniquilado no sítio 𝑖, mas não há um elétron
para ser destruído, então o estado inteiro é aniquilado.
Considerando os resultados mostrados nas Eqs. 150, 151,
154 e 155, temos que [51]

𝐻̂ℎ|𝜓4⟩ = 𝑡√
2

(|𝑖↑; 𝑗↓⟩+|𝑖↓; 𝑗↑⟩)− 𝑡√
2

(|𝑖↑; 𝑗↓⟩+|𝑖↓; 𝑗↑⟩) = 0.

(156)

Analisando agora 𝐻̂𝐶 aplicado a |𝜓4⟩, temos

𝐻̂𝐶 = 𝑈√
2

(

Λ𝐶,1⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓ −

Λ𝐶,2⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓

+

Λ𝐶,3⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓ −

Λ𝐶,4⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓)|0⟩.

(157)

Considerando apenas o termo Λ𝐶,1 da Eq. 157

Λ𝐶,1 = 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = 𝑈√

2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓|𝑖↑𝑖↓⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓|𝑖↑⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑|𝑖↓𝑖↑⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑|𝑖↓⟩

= 𝑈√
2

|𝑖↑𝑖↓⟩.

(158)

Empregando a mesma “maquinaria” para o termo Λ𝐶,2,
temos

Λ𝐶,2 = − 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑈√

2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓

0⏞  ⏟  
𝑖↓|𝑗↑𝑗↓⟩ = 0.

(159)

Para o termo Λ𝐶,3 temos

Λ𝐶,3 = 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = 𝑈√

2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓

0⏞  ⏟  
𝑗↓|𝑖↑𝑖↓⟩ = 0.

(160)
Por último, mas não menos importante, analisemos o
termo Λ𝐶,4 da Eq. 157

Λ𝐶,4 = − 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑈√

2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓|𝑗↑𝑗↓⟩

= − 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓|𝑗↑⟩

= − 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑|𝑗↓𝑗↑⟩

= − 𝑈√
2
𝑗†

↑|𝑗↓⟩

= − 𝑈√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩.

(161)

Portanto, 𝐻̂𝐶 aplicado a |𝜓4⟩ nos dá

𝐻̂𝐶 |𝜓4⟩ = 𝑈√
2

|𝑖↑𝑖↓⟩ − 𝑈√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩

= 𝑈

|𝜓4⟩⏞  ⏟  (︂
|𝑖↑𝑖↓⟩ − |𝑗↑𝑗↓⟩√

2

)︂
= 𝑈 |𝜓4⟩.

(162)
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Perceba que este é o primeiro termo na nossa análise até
este ponto que não resulta em zero! Finalmente, recap-
tulando os resultados das Eqs. 156 e 162 [51, 104]

𝐻̂|𝜓4⟩ = 𝑈 |𝜓4⟩. (163)

Calculando agora os auto-valores da Eq. 102 aplicada a
|𝜓5⟩ = 1√

2 (𝑖†↑𝑗
†
↓ + 𝑖†↓𝑗

†
↑)|0⟩, temos

𝐻̂|𝜓5⟩ = (𝐻̂ℎ + 𝐻̂𝐶)|𝜓5⟩. (164)

Seguindo o mesmo protocolo das análises anteriores, o
cálculo da contribuição 𝐻̂ℎ será feito primeiro, de tal
forma

𝐻̂ℎ|𝜓5⟩ = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

(

Ξℎ,1⏞  ⏟  
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖

†
↑𝑗

†
↓ +

Ξℎ,2⏞  ⏟  
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖

†
↓𝑗

†
↑

+

Ξℎ,3⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑗

†
↓ +

Ξℎ,4⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↓𝑗

†
↑)|0⟩.

(165)

Começando pelo primeiro termo Ξℎ,1, temos

Ξℎ,1 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑖↑; 𝑗↓⟩

= − 𝑡√
2

(

0⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑗↑|𝑖↑; 𝑗↓⟩ +𝑖†↓𝑗↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩)

= − 𝑡√
2

|𝑖↓𝑖↑⟩ = − 𝑡√
2

|𝑖↑𝑖↓⟩. (166)

Analisemos agora o termo Ξℎ,2 da Eq. 165

Ξℎ,2 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↓𝑗

†
↑⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑖↓; 𝑗↑⟩

= − 𝑡√
2

(𝑖†↑𝑗↑|𝑖↓; 𝑗↑⟩ +

0⏞  ⏟  
𝑖†↓𝑗↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩) = − 𝑡√

2
|𝑖↑𝑖↓⟩. (167)

Para o termo Ξℎ,1 da Eq. 165, temos

Ξℎ,3 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↑; 𝑗↓⟩

= − 𝑡√
2

(𝑗†
↑𝑖↑|𝑖↑; 𝑗↓⟩ +

0⏞  ⏟  
𝑗†

↓𝑖↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩) = − 𝑡√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩. (168)

Finalmente, o termo Ξℎ,4 da Eq. 165 é dado por

Ξℎ,4 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↓; 𝑗↑⟩

= − 𝑡√
2

(𝑗†
↑

0⏞  ⏟  
𝑖↑|𝑖↓; 𝑗↑⟩ +𝑗†

↓𝑖↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩)

= − 𝑡√
2

|𝑗↓𝑗↑⟩ = − 𝑡√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩. (169)

Portanto, compilando os resultados para 𝐻̂ℎ|𝜓5⟩ obtemos

𝐻̂ℎ|𝜓5⟩ = − 𝑡√
2

(|𝑖↑𝑖↓⟩ + |𝑖↑𝑖↓⟩ + |𝑗↑𝑗↓⟩ + |𝑗↑𝑗↓⟩)

= − 𝑡√
2

(2|𝑖↑𝑖↓⟩ + 2|𝑗↑𝑗↓⟩), (170)

𝐻̂ℎ|𝜓5⟩ = −2𝑡

|𝜓6⟩⏞  ⏟  
1√
2

(|𝑖↑𝑖↓⟩ + |𝑗↑𝑗↓⟩), (171)

𝐻̂ℎ|𝜓5⟩ = −2𝑡|𝜓6⟩. (172)

Agora, analisando o termo associado à repulsão coulom-
biana 𝐻̂𝐶 aplicado a |𝜓5⟩, temos

𝐻̂𝐶 |𝜓5⟩ = 𝑈√
2

(

Ξ𝐶,1⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓ +

Ξ𝐶,2⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑

+

Ξ𝐶,3⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓ +

Ξ𝐶,4⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑)|0⟩.

(173)

O termo Ξ𝐶,1 da Eq. 173 é dado por

Ξ𝐶,1 = 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑈√

2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓

0⏞  ⏟  
𝑖↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩ = 0.

(174)
Calculando o termo Ξ𝐶,2 da Eq. 173

Ξ𝐶,2 = 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑈√

2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓|𝑗↑⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑

0⏞  ⏟  
𝑖↑|𝑖↓; 𝑗↑⟩ = 0.(175)

E agora, o termo Ξ𝐶,3 da Eq. 173

Ξ𝐶,3 = 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑈√

2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓|𝑖↑; 𝑗↓⟩ (176)

= 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓|𝑖↑⟩ (177)

= 𝑈√
2
𝑗†

↑

0⏞  ⏟  
𝑗↑|𝑖↑; 𝑗↓⟩ = 0.(178)

E por fim, o termo Ξ𝐶,4 da Eq. 173

Ξ𝐶,4 = 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↓𝑗

†
↑|0⟩ = 𝑈√

2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓

0⏞  ⏟  
𝑗↓|𝑖↓; 𝑗↑⟩ = 0.

(179)
Combinando então as Eqs. 172, 174, 175, 178 e 179, fica-
mos com [51]

𝐻̂|𝜓5⟩ = −2𝑡|𝜓6⟩. (180)
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No que segue, iremos por fim calcular os auto-valores de
𝐻̂ aplicados a |𝜓6⟩ = 1√

2 (𝑖†↑𝑖
†
↓ + 𝑗†

↑𝑗
†
↓)|0⟩

𝐻̂|𝜓6⟩ = (𝐻̂ℎ + 𝐻̂𝐶)|𝜓6⟩. (181)

Primeiramente, 𝐻̂ℎ será aplicado a |𝜓6⟩, de forma que

𝐻̂ℎ|𝜓6⟩ = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

(

ϒℎ,1⏞  ⏟  
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖

†
↑𝑖

†
↓ +

ϒℎ,2⏞  ⏟  
𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑗

†
↑𝑗

†
↓

+

ϒℎ,3⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑖

†
↓ +

ϒℎ,4⏞  ⏟  
𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑗

†
↑𝑗

†
↓)|0⟩.

(182)

Note que os termos ϒℎ,1 e ϒℎ,4 são nulos, pois

ϒℎ,1 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↑𝑖

†
↓|0⟩

= − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑖
†
↑|𝑖↓⟩

= − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎

0⏞  ⏟  
𝑗𝜎|𝑖↑𝑖↓⟩ = 0, (183)

ou seja, ao aplicar o operador 𝑗𝜎 não há como destruir um
elétron no sítio 𝑗 pois o mesmo está vazio [109]. O mesmo
argumento pode ser empregado para o quarto termo da
Eq. 182

ϒℎ,4 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑗

†
↑𝑗

†
↓|0⟩

= − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑗

†
↑|𝑗↓⟩

= − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎

0⏞  ⏟  
𝑖𝜎|𝑗↑𝑗↓⟩ = 0. (184)

Por isso, apenas os termos ϒℎ,2 e ϒℎ,3 da Eq. 182 são
não-nulos, os quais resultam em

ϒℎ,2 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎𝑗
†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑖†𝜎𝑗𝜎|𝑗↑𝑗↓⟩

= − 𝑡√
2

(𝑖†↑𝑗↑|𝑗↑𝑗↓⟩+𝑖†↓𝑗↓|𝑗↑𝑗↓⟩) = − 𝑡√
2

(|𝑖↑; 𝑗↓⟩+ |𝑖↓; 𝑗↑⟩).

(185)

ϒℎ,3 = − 𝑡√
2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎𝑖

†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = − 𝑡√

2
∑︁
𝜎

𝑗†
𝜎𝑖𝜎|𝑖↑𝑖↓⟩

= − 𝑡√
2

(︁
𝑗†

↑𝑖↑|𝑖↑𝑖↓⟩ + 𝑗†
↓𝑖↓|𝑖↑𝑖↓⟩

)︁
= − 𝑡√

2
(|𝑗↑; 𝑖↓⟩+|𝑗↓; 𝑖↑⟩).

(186)
Portanto

𝐻̂ℎ|𝜓6⟩ = −2𝑡

|𝜓5⟩⏞  ⏟  
1√
2

(|𝑖↑; 𝑗↓⟩ + |𝑖↓; 𝑗↑⟩) = −2𝑡|𝜓5⟩. (187)

O mesmo deve ser feito para o termo associado à repulsão
coulombiana 𝐻̂𝐶

𝐻̂𝐶 |𝜓6⟩ = 𝑈√
2

(

ϒ𝐶,1⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓ +

ϒ𝐶,2⏞  ⏟  
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓

+

ϒ𝐶,3⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓ +

ϒ𝐶,4⏞  ⏟  
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓)|0⟩.

(188)

Focando inicialmente apenas nos termos ϒ𝐶,2 e ϒ𝐶,3, te-
mos que

ϒ𝐶,2 = 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓|0⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑗

†
↑|𝑗↓⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓

0⏞  ⏟  
𝑖↓|𝑗↑𝑗↓⟩ = 0, (189)

pois o termo 𝑖↓ destrói um elétron no sítio 𝑖 que está
vazio. Um argumento similar pode ser empregado para
o termo ϒ𝐶,3, de modo que

ϒ𝐶,3 = 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓

0⏞  ⏟  
𝑗↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = 0. (190)

Portanto, os únicos termos não-nulos serão ϒ𝐶,1 e ϒ𝐶,4,
sendo ϒ𝐶,1 calculado da forma

ϒ𝐶,1 = 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓𝑖

†
↑𝑖

†
↓|0⟩ = 𝑈√

2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓𝑖↓|𝑖↑𝑖↓⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑𝑖

†
↓|𝑖↑⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑𝑖↑|𝑖↓𝑖↑⟩

= 𝑈√
2
𝑖†↑|𝑖↓⟩

= 𝑈√
2

|𝑖↑𝑖↓⟩.

(191)

E agora tomemos o termo ϒ𝐶,4 da Eq. 182

ϒ𝐶,4 = 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓𝑗

†
↑𝑗

†
↓|0⟩ = 𝑈√

2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓𝑗↓|𝑗↑𝑗↓⟩

= 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑𝑗
†
↓|𝑗↑⟩

= 𝑈√
2
𝑗†

↑𝑗↑|𝑗↓𝑗↑⟩

= 𝑈√
2
𝑗†

↑|𝑗↓⟩

= 𝑈√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩.

(192)
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Logo, temos que

𝐻̂𝐶 |𝜓6⟩ = 𝑈√
2

|𝑖↑𝑖↓⟩ + 𝑈√
2

|𝑗↑𝑗↓⟩

= 𝑈

|𝜓6⟩⏞  ⏟  
1√
2

(|𝑖↑𝑖↓⟩ + |𝑗↑𝑗↓⟩) = 𝑈 |𝜓6⟩.

(193)

Combinando as Eqs. 187 e 193 [51]

𝐻̂|𝜓6⟩ = −2𝑡|𝜓5⟩ + 𝑈 |𝜓6⟩. (194)

Note que os estados |𝜓𝑖⟩, com 𝑖 = 1, 2, 3 e 4, já são
auto-estados do operador Hamiltoniano 𝐻̂ e portanto
já obtivemos seus respectivos auto-valores, conforme as
Eqs. 120, 127, 146 e 163. Em outras palavras, já obtive-
mos 𝐻̂|𝜓𝑖⟩ = 𝐸𝑖|𝜓𝑖⟩ para 𝑖 = 1, 2, 3 e 4, mas não para 𝑖 =
5 e 6, conforme as Eqs. 180 e 194. Para encontrarmos os
auto-valores dos estados |𝜓5⟩ e |𝜓6⟩ devemos “construir”
a matriz dada na Eq. 70, ficamos assim com [51]

𝐻̂ =
(︂

⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓5⟩ ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓5⟩
⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓6⟩ ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓6⟩

)︂
. (195)

Começaremos calculando o termo da primeira linha e pri-
meira coluna da matriz dada na Eq. 195, ou seja, o termo
⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓5⟩. Seguindo o resultado obtido na Eq. 180, sa-
bemos que ao aplicarmos o Hamiltoniano de Hubbard no
estado 𝐻̂|𝜓5⟩ = −2𝑡|𝜓6⟩, portanto

⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓5⟩ = ⟨𝜓5| − 2𝑡|𝜓6⟩. (196)

Como o termo −2𝑡 presente na Eq. 196 é um número real,
podemos removê-lo da operação e assim obtemos

−2𝑡
0⏞  ⏟  

⟨𝜓5|𝜓6⟩ = 0. (197)

Como os estados |𝜓5⟩ e |𝜓6⟩ são ortogonais entre si, ana-
logamente ao produto escalar entre dois vetores ortogo-
nais no contexto de álgebra linear, temos que o produto
interno entre |𝜓5⟩ e |𝜓6⟩ será nulo, justificando assim o
resultado apresentado na Eq. 197. Empregando o mesmo
raciocínio, calcularemos agora o termo ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓5⟩

⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓5⟩ = −2𝑡
1⏞  ⏟  

⟨𝜓6|𝜓6⟩ = −2𝑡. (198)

Novamente, em uma analogia direta com a álgebra linear
[66], o produto escalar entre um vetor e ele mesmo é
igual a 1. Calculando agora o termo da segunda linha
e primeira coluna ⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓6⟩ e relembrando o resultado
obtido na Eq. 194, temos

⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓6⟩ = ⟨𝜓5|(−2𝑡|𝜓5⟩ + 𝑈 |𝜓6⟩). (199)

Utilizando os mesmos argumentos em termos de álgebra
linear, obtemos

⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓6⟩ = −2𝑡
1⏞  ⏟  

⟨𝜓5|𝜓5⟩ +𝑈
0⏞  ⏟  

⟨𝜓5|𝜓6⟩ = −2𝑡. (200)

Analisando agora o termo da segunda linha e segunda
coluna, ou seja, ⟨𝜓6|𝐻|𝜓6⟩ e empregando o mesmo raci-
ocínio, temos

⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓6⟩ = ⟨𝜓6|(−2𝑡|𝜓5⟩ + 𝑈 |𝜓6⟩)

= −2𝑡
0⏞  ⏟  

⟨𝜓6|𝜓5⟩ +𝑈
1⏞  ⏟  

⟨𝜓6|𝜓6⟩ = 𝑈. (201)

Substituindo os resultados obtidos na Eq. 195, obtemos

𝐻̂ =
(︂

⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓5⟩ ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓5⟩
⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓6⟩ ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓6⟩

)︂
=
(︂

0 −2𝑡
−2𝑡 𝑈

)︂
. (202)

Neste ponto, fazemos uso da chamada equação de auto-
valores e auto-vetores para 𝐻, leia-se [66]

det 𝐻̂ =
[︂(︂

⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓5⟩ ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓5⟩
⟨𝜓5|𝐻̂|𝜓6⟩ ⟨𝜓6|𝐻̂|𝜓6⟩

)︂
− 𝐸I

]︂
, (203)

onde 𝐸 são os auto-valores associados a 𝜓5 e 𝜓6 e I a ma-
triz identidade. Então, substituindo a Eq. 195 na Eq. 203,
temos que [51]

det 𝐻̂ =
[︂(︂

0 −2𝑡
−2𝑡 𝑈

)︂
− 𝐸

(︂
1 0
0 1

)︂]︂
, (204)

[︂(︂
0 −2𝑡

−2𝑡 𝑈

)︂
−
(︂
𝐸 0
0 𝐸

)︂]︂
=
⃒⃒⃒⃒
−𝐸 −2𝑡
−2𝑡 (𝑈 − 𝐸)

⃒⃒⃒⃒
, (205)

Portanto, calculando o determinante, temos que

−𝐸(𝑈 − 𝐸) − 4𝑡2 = 0 =⇒ 𝐸2 − 𝑈𝐸 − 4𝑡2 = 0, (206)

de forma que os últimos dois auto-valores 𝐸+ e 𝐸− asso-
ciados, respectivamente, a |𝜓5⟩ e |𝜓6⟩ são dados por [51]

𝐸± = 𝑈 ±
√
𝑈2 + 16𝑡2
2 . (207)

Finalmente, considerando todas as auto-energias com-

auto-estado auto-energia
|𝜓1⟩ 𝐸1 = 0
|𝜓2⟩ 𝐸2 = 0
|𝜓3⟩ 𝐸3 = 0
|𝜓4⟩ 𝐸4 = 𝑈

|𝜓5⟩ 𝐸5 = (𝑈 +
√
𝑈2 + 16𝑡2)/2

|𝜓6⟩ 𝐸6 = (𝑈 −
√
𝑈2 + 16𝑡2)/2

Tabela II. Auto-estados e suas respectivas auto-energias para o
dímero de Mott.

putadas para cada auto-estado, conforme a Tabela II, a
energia do estado fundamental, ou seja, a menor energia
do sistema, é associada a |𝜓6⟩, sendo dada por [51, 104]

𝐸𝑔𝑠 = 𝑈 −
√
𝑈2 + 16𝑡2
2 , < 0 ∀ 𝑈, 𝑡 (208)
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onde o sub-índice 𝑔𝑠 indica o ground-state, ou seja, o
estado fundamental. Neste ponto, sugerimos ao lei-
tor/leitora se referir à Fig. 1 da Ref. [104] onde são plota-
das todas as auto-energias em função de 𝑈/𝑡 para uma
visualização apropriada de que a auto-energia associada
ao auto-estado |𝜓6⟩ é a menor. Note que em tal referên-
cia, os resultados das auto-energias dos seis estados pos-
síveis do sistema são mostrados, porém o passo a passo
detalhado não é apresentado. Reescrevendo a Eq. 208,
obtemos

𝐸𝑔𝑠 = 𝑈

2

[︁
1 −

√︀
1 + (4𝑡/𝑈)2

]︁
. (209)

Este resultado pode ser visto como a “cereja do bolo”,
pois nos dá a dependência de 𝐸𝑔𝑠 em termos de 𝑈 e 𝑡
para o dímero de Mott. Analisando o caso limite onde
𝑈/𝑡 se torna “muito grande”, ou seja, 𝑈 → ∞, o estado
fundamental correspondente |𝜓𝑔𝑠⟩ é [51]

|𝜓𝑔𝑠⟩ = 1√
2

(|𝑖↑; 𝑗↓⟩ − |𝑖↓; 𝑗↑⟩), (210)

o qual representa um estado isolante antiferromagnético
[51]. Mais especificamente, |𝜓𝑔𝑠⟩ representa uma super-
posição entre os estados com spin-up no sítio 𝑖 e spin-
down no sítio 𝑗 e vice-versa, sendo que ambos os estados
representam uma configuração antiferromagnética. Já
para o caso no qual 𝑈/𝑡 → 0, ou seja, 𝑈 → 0, o sis-
tema é metálico com |𝜓𝑔𝑠⟩ dada por [51]

|𝜓𝑔𝑠⟩ = 1
2(|𝑖↑𝑖↓⟩ + |𝑖↑; 𝑗↓⟩ − |𝑖↓; 𝑗↑⟩ + |𝑗↑𝑗↓⟩). (211)

Desta forma, à medida que 𝑈 é “ligado”, os estados de
dupla ocupação |𝑖↑𝑖↓⟩ e |𝑗↑𝑗↓⟩ na Eq. 211 serão suprimi-
dos continuamente até que o estado fundamental se torne
um isolante antiferromagnético e |𝜓𝑔𝑠⟩ da Eq. 210 seja re-
cuperado, conforme Fig. 8.

B. Analisando a energia do estado fundamental do
dímero de Mott à luz do parâmetro de Grüneisen

Em se tratando de fenômenos críticos, ou seja, a in-
vestigação de grandezas termodinâmicas na vizinhaça
de pontos críticos, o ponto crítico associado à transição
líquido-gás da água constitui um proeminente exemplo,
visto que na proximidade deste ponto há uma compe-
tição entre escalas de energia que dá origem a um au-
mento expressivo na entropia [111]. Neste regime, é dito
que o comprimento de correlação também aumenta ex-
pressivamente, ou seja, flutuações críticas são observadas
em todas as escalas de comprimento do sistema [112].
Neste contexto, o chamado parâmetro de Grüneisen efe-
tivo Γ𝑒𝑓𝑓 é uma ferramenta apropriada para se explorar
fenômenos críticos, visto que o mesmo incorpora diver-
sas grandezas físicas como a expansão térmica e o calor
específico, por exemplo, os quais quantificam variações

W
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Figura 8. Representação esquemática da evolução da densidade de
estados [do Inglês: Density of States (DOS)] à medida que a repul-
são coulombiana 𝑈 entre elétrons no mesmo sítio da rede cristalina
aumenta. Em a), não há repulsão coulombiana (𝑈 = 0), de modo
que a DOS assume a forma de uma semi elipse. Em b), 𝑈 agora
possui um valor finito, portanto, a DOS começa a ser alterada. Em
c), a DOS continua a ser afetada com o aumento de 𝑈 . Em d), 𝑈
alcança um valor crítico (𝑈/𝑊 ) = 2, onde 𝑊 é a largura de banda,
fazendo com que seja energeticamente favorável para o elétron loca-
lizar, devido ao fato de que, para que dois elétrons de spins opostos
ocupem duplamente o mesmo sítio, é necessário “pagar” uma ener-
gia de valor igual a 𝑈 , de modo que o estado de menor energia é
aquele em que os elétrons estão localizados e apresentam ocupa-
ção simples. O caráter localizado dos elétrons pode ser visualizado
pela abertura da lacuna de energia 𝑈 entre as bandas com energia
(𝐸𝐹 − 𝑈/2) e (𝐸𝐹 + 𝑈/2), onde 𝐸𝐹 é a energia de Fermi. Figura
baseada na Ref. [110].

de entropia em função de 𝑇 e de um parâmetro de con-
trole. Vale mencionar que Γ𝑒𝑓𝑓 incorpora a chamada
razão Grüneisen Γ, a qual representa a contribuição sin-
gular de Γ𝑒𝑓𝑓 e é definida como [113, 114]

Γ = 𝛼𝑔
𝑐𝑔

= −

(︁
𝜕2𝐹
𝜕𝑔𝜕𝑇

)︁
𝑇
(︀
𝜕2𝐹
𝜕𝑇 2

)︀
𝑔

= − 1
𝑇

(︁
𝜕𝑆
𝜕𝑔

)︁
𝑇(︀

𝜕𝑆
𝜕𝑇

)︀
𝑔

= 1
𝑇

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑔

)︂
𝑆

,

(212)
sendo 𝛼𝑔 a expansão térmica, 𝑐𝑔 o calor específico, 𝐹 a
energia livre, 𝑆 a entropia e 𝑔 um parâmetro de controle
como campo magnético ou pressão, por exemplo. Logo,
medidas sistemáticas de expansão térmica e calor especí-
fico permitem explorar fenômenos críticos no laboratório
[15, 16, 20, 21]. No entanto, para 𝑇 = 0 K a entropia
é igual a zero de acordo com a terceira lei da Termodi-
nâmica e tanto Γ quanto Γ𝑒𝑓𝑓 se tornam indeterminados
[114]. Isto só é valido para a consideração de sistemas
cristalinos perfeitos, sem nenhum tipo de desordem, visto
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que em sistemas reais, spin-ice por exemplo, 𝑆 apresenta
um valor residual mesmo em 𝑇 = 0 K [115]. Visando
estender o conceito de Γ para fenômenos genuinamente
quânticos, ou seja, 𝑇 = 0 K, alguns de nós recentemente
propusemos uma versão quântica do parâmetro de Grü-
neisen Γ0K em analogia à definição de Γ, sendo definido
como [114]

Γ0K = −

(︁
𝜕2𝐸0
𝜕ℎ𝜕𝑔

)︁
ℎ
(︁
𝜕2𝐸0
𝜕ℎ2

)︁ , (213)

onde 𝐸0 é a energia do estado fundamental e ℎ um ou-
tro parâmetro de controle ou escala típica de energia do
sistema. Portanto, à luz de Γ0K, será feita no que segue
uma análise para 𝐸0 = 𝐸𝑔𝑠, obtida através da diagona-
lização do Hamiltoniano de Hubbard para o dímero de
Mott. Consideramos inicialmente ℎ = 𝑈 e 𝑔 = 𝑡, sendo
𝑡 ∝ 𝑊 [116], e calculamos (𝜕2𝐸0/𝜕𝑡𝜕𝑈) da forma

𝜕2𝐸0

𝜕𝑡𝜕𝑈
= 𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑈

(︃
𝑈 −

√
𝑈2 + 16𝑡2
2

)︃
(214)

= 1
2
𝜕

𝜕𝑡

[︃(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑈

)︂
− 𝜕

√
𝑈2 + 16𝑡2
𝜕𝑈

]︃
(215)

= 1
2
𝜕

𝜕𝑡

(︂
1 − 𝑈√

𝑈2 + 16𝑡2

)︂
(216)

= 8𝑈𝑡
(𝑈2 + 16𝑡2)3/2 . (217)

Derivando agora o termo no denominador da Eq. 213
𝜕2𝐸0

𝜕𝑈2 = 1
2
𝜕

𝜕𝑈

(︂
1 − 𝑈√

𝑈2 + 16𝑡2

)︂
,

= − 8𝑡2
(𝑈2 + 16𝑡2)3/2 .

(218)

Agora, substituindo as Eqs. 217 e 218 na Eq. 213, Γ0K

resulta em

Γ0K = − 1
𝑈

8𝑈𝑡
(𝑈2+16𝑡2)3/2

− 8𝑡2
(𝑈2+16𝑡2)3/2

= 1
𝑡
. (219)

Analisando os casos limites, temos que para 𝑡 → 0 =⇒
Γ0K → ∞ e ao considerar 𝑡 → ∞ =⇒ Γ0K → 0. Cal-
culando agora Γ0K para o caso em que ℎ = 𝑡 e 𝑔 = 𝑈 ,
temos que a derivada cruzada de 𝐸0 em relação a 𝑡 e 𝑈 é
dada pela Eq. 217. Considerando a segunda derivada de
𝐸0 em relação a 𝑡, temos

𝜕2𝐸0

𝜕𝑡2
= 𝜕2

𝜕𝑡2

(︃
𝑈 −

√
𝑈2 + 16𝑡2
2

)︃

= 1
2
𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝜕𝑈

𝜕𝑡
− 𝜕

√
𝑈2 + 16𝑡2
𝜕𝑡

)︃

= − 𝜕

𝜕𝑡

[︂
8𝑡

(𝑈2 + 16𝑡2)1/2

]︂
= 𝑈2

(𝑈2 + 16𝑡2)3/2 .

(220)

Portanto, Γ0K é obtido da forma

Γ0K = − 1
ℎ

8𝑈𝑡
(𝑈2+16𝑡2)3/2

8𝑈2

(𝑈2+16𝑡2)3/2

= − 1
𝑈
. (221)

Novamente, analisando os casos limites da Eq. 221 te-
mos que para 𝑈 → 0 ⇒ Γ0K → −∞ e para 𝑈 →
∞ =⇒ Γ0K → 0. Vale mencionar que as escalas de
energia típicas de 𝑡 e 𝑈 são da ordem de 𝑡 = 0.25 eV e
𝑈 = 0.78 eV em sistemas quase-bidimensionais da classe
𝜅-(BEDT-TTF)2Cu(NCS)2 na fase antiferromagnética
de Mott [106]. Para fins comparativos, a energia térmica
associada à temperatura ambiente (𝑇 = 300 K) é da or-
dem de 0,0259 eV. Note que com base nas expressões para
Γ0K dadas pelas Eqs. 219 e 221 e nos limites apresentados,
não extraímos muita informação física. Seguindo discus-
sões da Ref. [114], como temos uma competição entre es-
calas de energia, leia-se 𝑈 e 𝑡, devemos analisar separada-
mente o numerador e denominador de Γ0K em função do
parâmetro de controle 𝜆 = 𝑈/𝑡, o qual do ponto de vista
experimental corresponde à aplicação de pressão. Ao fa-
zermos tal análise, conforme a Fig. 9, observamos que Γ0K

atinge um valor máximo para 𝜆 ∼ 2.84, o qual indica uma
mudança de regime no sistema. Estritamente falando,
aqui não podemos utilizar o termo transição de fase pelo
fato de estarmos analisando apenas 2 sítios. Para valores
de 𝑈/𝑡 pequenos, ou seja, 𝑈 → 0, o estado fundamental
do sistema é delocalizado (metal) e governado pela com-
petição entre os estados |𝐶⟩, |𝐷⟩, |𝐸⟩ e |𝐹 ⟩ (Fig. 9) [51].
Ao aumentarmos 𝑈 , os estados de dupla ocupação são
continuamente suprimidos até que para valores de 𝑈/𝑡
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Figura 9. Segunda derivada −𝑈(𝜕2𝐸0/𝜕𝑈2) e derivada cruzada
(𝜕2𝐸0/𝜕𝑈𝜕𝑡) da energia do estado fundamental 𝐸0 para o dímero
de Mott. Para valores de 𝑈/𝑡 pequenos, ou seja, 𝑈 → 0, o sistema
é metálico com uma superposição entre os estados |𝐶⟩, |𝐷⟩, |𝐸⟩ e
|𝐹 ⟩ [51]. Ao se aumentar a magnitude de 𝑈/𝑡 os estados com dupla
ocupação são suprimidos e, no regime de 𝑈/𝑡 → ∞, o sistema
se torna um isolante do tipo antiferromagnético [51]. Note que
𝑈/𝑡 ∝ 𝑃−1, onde 𝑃 é a pressão aplicada [117]. Inset: 𝐸0 versus 𝜆.
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“muito grandes”, ou seja, 𝑈 → ∞, o sistema se torna um
isolante do tipo antiferromagnético com seu estado fun-
damental dado pela superposição entre |𝐶⟩ e |𝐷⟩, con-
forme a Fig. 9 [51]. Experimentalmente, para sistemas
reais, ocorre uma transição de isolante para um metal ao
se aplicar pressão hidrostática (Fig. 1), conforme obser-
vado para metais moleculares, ou seja, 𝑈/𝑡 ∝ 𝑃−1, onde
𝑃 é a pressão aplicada [117]. Desta forma, o parâmetro
de Grüneisen se mostra como uma ferramenta importante
para se detectar esta mudança de regime, bem como para
se explorar pontos críticos [16, 111–114, 118, 119]. Ainda,
vale mencionar que a investigação do dímero de Mott
considerando componentes de campos elétrico e magné-
tico no Hamiltoniano de Hubbard é reportada [120], bem
como a exploração do dímero de Mott no contexto do
Hamiltoniano de Hubbard extendido [121].

IV. “FERRAMENTARIA” TEÓRICA
ADICIONAL

Existem tratamentos teóricos mais complexos do que
os apresentados até aqui, sendo um caso que merece des-
taque a abordagem do Hamiltoniano de Hubbard que
considera dimensões infinitas (𝑑 = ∞) [122]. Através
do uso de teoria de perturbação, funções de onda va-
riacionais e a aproximação de campo médio, é possível
obter a auto-energia do estado fundamental, a qual for-
nece uma boa aproximação para o caso 𝑑 = 3 [122, 123].
Vale ressaltar que ao se tomar o limite 𝑑 → ∞ os parâ-
metros que aparecem no Hamiltoniano de Hubbard de-
vem ser reescalados a fim de que tanto a energia cinética
quanto potencial em cada sítio sejam finitas [122]. Dis-
cutiremos a seguir brevemente alguns modelos teóricos
e approaches usados para descrever sistemas eletrônicos
fortemente correlacionados em diferentes contextos.

A. Um touch sobre a celebrada teoria BCS

O fenômeno da supercondutividade pode ser visto
como um dos tópicos mais intrigantes na Física, visto
que, conforme discussões anteriores, ao atingir uma fase
supercondutora o material conduz corrente elétrica sem a
dissipação de energia através do efeito Joule [33]. Desde
a sua descoberta em 1911 por K. Onnes (1853 − 1926),
tal fase da matéria vem despertando interesse na comu-
nidade científica. Neste contexto, diversos modelos teó-
ricos foram propostos para tentar explicar a fase super-
condutora e no presente trabalho faremos uma breve re-
visão acerca de um desses modelos, a renomada teoria
BCS. Embora proposta há várias décadas, mais especi-
ficamente em 1957 [35], a teoria de maior sucesso até o
momento na descrição da fase supercondutora é a teo-
ria BCS, proposta por John Bardeen (1908 - 1991), Leon
Cooper (1930 - 2024) e John Robert Schrieffer (1931 -

2019), cujo Hamiltoniano é dado por

𝐻̂𝐵𝐶𝑆 =
∑︁
𝑘>𝑘𝐹

ℰ𝑘𝑛𝑘⃗𝜎 +
∑︁
𝑘<𝑘𝐹

|ℰ𝑘|(1 − 𝑛𝑘⃗𝜎) + 𝐻̂Coul+

+ 1
2

∑︁
𝑘⃗,⃗𝑘′,𝜎,𝜎′,𝜅⃗

2ℏ𝜔𝜅|𝑀𝜅|2𝑎†
𝑘⃗′−𝜅⃗,𝜎′𝑎𝑘⃗′,𝜎′𝑎

†
𝑘⃗+𝜅⃗,𝜎

𝑎𝑘⃗,𝜎

(ℰ𝑘 − ℰ𝑘+𝜅)2 − (ℏ𝜔𝜅)2 ,

(222)
onde o primeiro termo do lado direito do Hamiltoni-
ano dado pela Eq. 222 está associado à energia cinética
dos eletróns que estão acima do nível de Fermi, sendo
ℰ𝑘 = (𝐸𝑘 −𝐸𝐹 ) a chamada energia de Bloch medida em
relação a 𝐸𝐹 , o segundo termo se refere à energia cinética
dos buracos que estão abaixo do nível de Fermi; 𝐻Coul,
conforme a notação usada no artigo original [35], se re-
fere à energia de repulsão coulombiana entre os elétrons
e, por último mas não menos importante, o termo final
está associado à interação elétron-fônon 𝑀𝜅, sendo 𝜔𝑘
a frequência do fônon e 𝜅⃗ o vetor transferência de mo-
mento entre o fônon e o elétron. Tal interação atrativa
entre elétrons e fônons no sistema dá origem aos cha-
mados pares de Cooper. Em outras palavras, os pares
de Cooper são pares de elétrons cuja interação é medi-
ada por fônons. No entanto, ao elevarmos a temperatura
do sistema acima da temperatura de transição, os pares
de Cooper são “quebrados” e então a fase supercondu-
tora é suprimida. Encontrar um material que apresente
uma fase supercondutora próximo a temperatura ambi-
ente constitui um tópico atual de pesquisa, bem como a
teoria para explicar esse fenômeno. Antes de encerrarmos
esta Seção, ressaltamos que além de ser um físico laure-
ado com o prêmio Nobel pela proposta da teoria BCS,
juntamente com J. Bardeen e J.R. Schrieffer, L. Cooper
também era neurocientista [124].

B. O modelo de Fermi-Hubbard

Outras “variantes” do modelo de Hubbard podem
ser utilizadas dependendo do sistema físico de interesse.
Aqui vale mencionar o modelo de Fermi-Hubbard, usual-
mente aplicado para o caso de armadilhas ópticas, cujo
Hamiltoniano é dado por [125]

𝐻̂𝐹𝐻 = −𝑡
∑︁
𝑖,𝜎

(︁
𝑎†
𝑖𝜎𝑎𝑖+1𝜎 + H.c.

)︁
+ 𝑈

∑︁
𝑖

𝑛̂𝑖,↑𝑛̂𝑖,↓ +
∑︁
𝑖,𝜎

𝜀𝑖𝑛̂𝑖,𝜎, (223)

onde 𝜀𝑖 está associado ao potencial da armadilha óptica.
Em suma, o Hamiltoniano dado pela Eq. 223 se difere
do Hamiltoniano da Eq. 68 pelo termo

∑︀
𝑖,𝜎 𝜀𝑖𝑛̂𝑖,𝜎. O

Hamiltoniano dado pela Eq. 223 vem sendo amplamente
utilizado na exploração das propriedades físicas dos cha-
mados férmions ultra frios [125].
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C. O modelo de Bose-Fermi-Hubbard

Ainda, considerando a presença de interação férmion-
bóson, o modelo de Hubbard pode ser estendido para o
chamado modelo de Bose-Fermi-Hubbard [126]

𝐻̂𝐹𝐵 = −𝑡𝐵
∑︁
𝑖

(︁
𝑏†
𝑖 𝑏𝑖+1 + 𝑏†

𝑖+1𝑏𝑖

)︁
+ 𝑈

2
∑︁
𝑖

𝑛̂𝑖(𝑛̂𝑖 − 1)

−𝑡𝐹
∑︁
𝑖

(︁
𝑎†
𝑖𝑎𝑖+1 + 𝑎†

𝑖+1𝑎𝑖

)︁
+ 𝒱

∑︁
𝑖

𝑛̂𝑖𝑚̂𝑖,(224)

onde 𝑡𝐵 e 𝑡𝐹 representam o termo de hopping relacio-
nado aos bósons e férmions, respectivamente; 𝑏† e 𝑏 aos
operadores bosônicos de criação e aniquilação, 𝑚̂ o ope-
rador número bosônico e 𝒱 a interação entre férmions
e bósons. Note que o último termo do lado direito da
Eq. 224 representa a interação entre férmions e bósons,
o qual é importante para se investigar sistemas onde a
interação, por exemplo, entre elétrons (férmions) e fô-
nons (bósons) é relevante, como é o caso da supercondu-
tividade [127]. Ainda, outras “variantes” do modelo de
Hubbard são reportadas na literatura e exploradas am-
plamente, como o chamado modelo de Hubbard-Holstein,
o qual leva em consideração no Hamiltoniano de Hubbard
o acoplamento elétron-fônon [128]. Desta forma, fica evi-
dente que o aprofundamento e o entendimento sobre as
inúmeras variantes do modelo de Hubbard é um tema que
dá origem a diversas ramificações de linhas de pesquisa
no campo de sistemas eletrônicos fortemente correlacio-
nados. Indo além do modelo de Hubbard e suas varia-
ções, faremos no que segue uma breve discussão sobre o
modelo de Anderson de uma única impureza.

D. O modelo de Anderson de uma impureza

O celebrado modelo de Anderson, proposto por P.W.
Anderson (1923 − 2020), o qual, em palavras simples,
pode ser visto como uma “ferramenta” para descrever as
propriedades físicas de metais na presença de uma impu-
reza magnética [129], é discutido no que segue. Tal mo-
delo também é descrito em linguagem de segunda quan-
tização e seu Hamiltoniano é dado por [129]

𝐻̂𝐴𝑛𝑑𝑒𝑟𝑠𝑜𝑛 =

𝐻0𝑓⏞  ⏟  ∑︁
𝑘,𝜎

𝜖𝑘𝑎
†
𝑘𝜎𝑎𝑘𝜎 +

𝐻0𝑑⏞  ⏟  
𝜖𝑑(𝑎†

𝑑↑𝑎𝑑↑ + 𝑎†
𝑑↓𝑎𝑑↓)

+

𝐻𝑐𝑜𝑟𝑟⏞  ⏟  
𝑈𝑎†

𝑑↑𝑎𝑑↑𝑎
†
𝑑↓𝑎𝑑↓ +

𝐻𝑠𝑑⏞  ⏟  ∑︁
𝑘,𝜎

𝑉𝑑𝑘

(︁
𝑎†
𝑘𝜎𝑎𝑑𝜎 + 𝑎†

𝑑𝜎𝑎𝑘𝜎

)︁
,

(225)

onde o termo 𝐻0𝑓 representa a energia não-perturbada
dos elétrons livres considerando a energia cinética 𝜖𝑘 de
um elétron com momento 𝑘 na banda de condução, 𝐻0𝑑
a energia dos estados na camada 𝑑 da impureza, 𝐻𝑐𝑜𝑟𝑟

(seguindo a notação original de Anderson [129]) leva
em conta a repulsão coulombiana no sítio da impureza
quando o mesmo está duplamente ocupado e, por fim,
𝐻𝑠𝑑 se refere à contribuição de hibridização que acopla
a banda de condução com a impureza através do termo
de hibridização 𝑉𝑑𝑘. O modelo de Anderson é relevante,
em particular, para o entendimento do efeito Kondo e da
Física de pontos quânticos [130]. En passant, o modelo
de Hubbard em dimensões infinitas, conforme discutido
na Seção IV, pode ser aproximado para o modelo de An-
derson de uma impureza. Porém, ainda é necessário co-
nhecer a dependência com a frequência da auto-energia
do modelo da impureza de Anderson, sendo uma exce-
lente aproximação obtida através da técnica do grupo de
renormalização numérico [131].

E. O modelo de Su–Schrieffer–Heeger (SSH)

Além dos modelos teóricos até então discutidos, ou-
tro modelo importante que merece destaque é o modelo
Su–Schrieffer–Heeger (SSH), o qual incorpora o nome dos
três cientistas que o desenvolveram: Wu-Pei Su, John
Robert Schrieffer e Alan J. Heeger, sendo os dois últimos
agraciados com o Prêmio Nobel, respectivamente, pelo
desenvolvimento da teoria BCS da supercondutividade
e pela contribuição na área de polímeros condutores, os
chamados metais sintéticos. O modelo SSH é utilizado
para descrever sistemas unidimensionais com ligações al-
ternadas, sendo fundamental no estudo, por exemplo, de
isolantes topológicos [132]. O Hamiltoniano do modelo
SSH é dado, conforme as Refs. [133, 134], por

𝐻̂𝑆𝑆𝐻 = −
∑︁
𝑖

(︁
𝑡𝑖+1,𝑖𝑎

†
𝑖+1𝜎𝑎𝑖𝜎 + H.c.

)︁
+
∑︁
𝑖

1
2𝐾(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖)2

+
∑︁
𝑖

1
2𝑀𝑢̇2

𝑖 . (226)

O primeiro termo da Eq. 226 representa o hopping 𝑡𝑖+1,𝑖
dos elétrons com spin 𝜎 entre sítios vizinhos 𝑖 e (𝑖 + 1),
sendo 𝑡𝑖+1,𝑖 = 𝑡0−𝜗(𝑢𝑖+1−𝑢𝑖) [133], onde 𝑡0 é o termo de
hopping para a cadeia não dimerizada, 𝜗 é a constante de
acoplamento elétron-rede e 𝑢𝑖 a posição de equilíbrio do
átomo sítio 𝑖. O segundo termo quantifica a componente
elástica associada aos átomos da rede como osciladores
harmônicos acoplados. Por fim, o terceiro termo repre-
senta a energia de vibração dos átomos da rede, sendo
𝑀 a massa dos íons e 𝑢𝑖 = 𝑑𝑢𝑖/𝑑𝑡 a velocidade de deslo-
camento em torno de 𝑢𝑖. O modelo SSH tem sido, desde
então, um exemplo paradigmático na descrição de um
sistema unidimensional que suporta o fracionamento de
carga [135] e caráter topológico [132], sendo tema atual
de pesquisa [136] e particularmente relevante para des-
crever sólitons no polyacetileno [137].
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F. O modelo 𝑡-𝐽

Outro modelo importante para se explorar fenômenos
eletrônicos fortemente correlacionados é o chamado mo-
delo 𝑡-𝐽 , cujo Hamiltoniano é dado por [138]

𝐻̂𝑡-𝐽 = −𝑡
∑︁
𝑖𝑗𝜎

(1 − 𝑛𝑖𝜎̄)𝑎†
𝑖𝜎𝑎𝑗𝜎(1 − 𝑛𝑗𝜎̄) + 𝐽

∑︁
𝑖𝑗

𝑆⃗𝑖 · 𝑆⃗𝑗 ,

(227)
onde 𝐽 = 2𝑡2/𝑈 , 𝜎̄ = −𝜎 e 𝑆𝑖 e 𝑆𝑗 são os chamados ope-
radores de spin. O modelo é uma versão do modelo de
Hubbard no limite 𝑈 ≫ 𝑊 [138] e descreve o hopping de
elétrons para sítios vizinhos excluindo sítios que já estão
ocupados, o qual é quantificado pelo termo (1−𝑛𝑖𝜎̄). Tal
característica do Hamiltoniano de não “permitir” esta-
dos duplamente ocupados é equivalente ao aparecimento
de uma interação de troca efetiva 𝐽 entre elétrons em sí-
tios vizinhos [138]. O modelo ganhou muita popularidade
depois que P.W. Anderson sugeriu que as propriedades
eletrônicas de supercondutores de alta temperatura crí-
tica do grupo de óxidos metálicos podiam ser descritas
pelo Hamiltoniano da Eq. 227 [139].

G. O modelo da ligação de valência ressonante [do
Inglês: Resonance valence bond (RVB)]

O chamado modelo da ligação de valência ressonante
(RVB), ou também conhecido como líquido quântico de
spin, foi proposto por Anderson em 1973 [140] e foi re-
visitado por este em 1987 na tentativa de se explicar su-
percondutividade em altas temperaturas em cupratos, ou
seja, sistemas que contém óxido de cobre CuO2, conside-
rando que o mecanismo de formação de pares de elétrons
está naturalmente embutido na estrutura de tais sistemas
[139]. A ligação química de átomos vizinhos de Cu se dá
por meio de compartilhamento de elétrons de valência
com spins opostos. Normalmente, tal ligação mantém
estes pares de elétrons “ligados” mas localizados [139].
No entanto, quando o sistema é dopado, os pares de elé-
trons se tornam itinerantes e as ligações de valência se
transformam em pares de Cooper que se condensam em
um estado supercondutor [139]. Vale mencionar que o
modelo RVB se refere à uma proposta de estado funda-
mental para um sistema dopado em termos das ligações
de valência ressonantes e pode ser aplicado, por exemplo,
tanto para o modelo de Hubbard quanto para o modelo
𝑡-𝐽 [139]. Em outras palavras, a dopagem em sistemas
do tipo cuprato dá origem ao caráter itinerante do par de
elétrons inerente da ligação de valência entre os átomos
de Cu, o qual está naturalmente incorporado nos modelos
de Hubbard e 𝑡-𝐽 no termo de hopping.

H. Uma panorâmica sobre a Teoria do Funcional
da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade é uma das aborda-
gens mais populares e bem-sucedidas da Mecânica Quân-
tica para o estudo de propriedades estruturais, eletrôni-
cas, ópticas e magnéticas de sistemas de muitos corpos
[141]. Na Mecânica Quântica elementar, o estado de um
sistema é completamente descrito por sua função de onda
𝜓(𝑟⃗, 𝑡). No caso do dímero de Mott, discutido na Se-
ção III A, há apenas dois sítios e dois spins, resultando
em seis funções de onda. Assim, é possível determinar a
energia do estado fundamental de forma analítica. Entre-
tanto, a função de onda de um sistema de 𝑁 partículas é
definida em um espaço de configurações 3𝑁 -dimensional
e um espaço de spin com 2𝑁 estados fermiônicos possí-
veis. Nesse cenário, a descrição analítica dos estados de
sólidos torna-se inviável [142]. Em 1964, Walter Kohn e
Pierre Hohenberg [143] demonstraram formalmente que
a densidade eletrônica 𝑛(𝑟⃗) descreve univocamente o po-
tencial externo do sistema, podendo, portanto, ser utili-
zada como variável-chave na formulação de uma aborda-
gem para determinar a energia do estado fundamental.
Um corolário importante mostra que qualquer grandeza,
como por exemplo a energia do estado fundamental do
sistema, é um funcional da densidade, 𝐸[𝑛]. Daí a de-
nominação de Teoria do Funcional da Densidade[do In-
glês: Density Functional Theory (DFT)]. Tal formalismo
é particularmente vantajoso para a implementação com-
putacional de soluções numéricas para sistemas de mui-
tos corpos, pois 𝑛(𝑟⃗) depende apenas das três coordena-
das espaciais e não diretamente do número de partículas.
O problema, no entanto, é que não há uma prescrição
para a obtenção do funcional exato. Em 1965, Walter
Kohn e Lu Jeu Sham [144] apresentaram um método au-
toconsistente, análogo ao método de Hartree-Fock [145],
implementando na prática o formalismo da DFT. Nesta
proposta, Kohn e Sham propuseram resolver equações do
tipo-Schrödinger de um sistema auxiliar não interagente
sob ação de um potencial efetivo[︂

−∇2

2 + 𝑉ext + 𝑉H + 𝑉xc

]︂
𝜙KS
𝑖 = 𝜖KS

𝑖 𝜙KS
𝑖 , (228)

onde 𝜙KS
𝑖 são os denominados orbitais de Kohn-Sham e

representam funções de onda auxiliares que descrevem
elétrons “fictícios” não interagentes, 𝜖KS

𝑖 são os auto-
valores associados a cada orbital, 𝑉ext(𝑟⃗) é o potencial
externo, geralmente o potencial nuclear no caso de áto-
mos e moléculas, 𝑉𝐻(𝑟⃗) =

∫︀
𝑒2

|𝑟⃗−𝑟⃗′|𝑛(𝑟⃗ ′)𝑑3𝑟′ é o potencial
de Hartree e 𝑉xc(𝑟⃗) = 𝛿

𝛿𝑛(𝑟⃗)𝐸xc[𝑛] é o potencial de troca
e correlação, que contém os efeitos quânticos da repul-
são entre elétrons, sendo obtido pela derivada funcional
da energia de troca/correlação, 𝐸xc. O vínculo entre o
sistema auxiliar de Kohn-Sham e o sistema de partículas
interagentes se dá impondo que ambos tenham a mesma
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densidade, de forma que podemos escrever

𝑛(𝑟⃗) =
𝑁ocup∑︁
𝑖=1

⃒⃒
𝜙KS
𝑖

⃒⃒2
, (229)

onde 𝑁ocup é o número de orbitais ocupados. Esta for-
mulação de Kohn-Sham motivou a implementação da
DFT em códigos computacionais, culminando no prê-
mio Nobel de Química de 1998 atribuído a Walter Kohn
e John A. Pople [146]. Embora a DFT seja uma
teoria exata, sua implementação por meio das equa-
ções de Kohn-Sham, conforme as Eqs. 228 e 229, in-
sere evidentemente algumas imprecisões inerentes ao mé-
todo. Uma das principais está associada ao potencial de
troca/correlação, obtido a partir da derivada do funci-
onal de troca/correlação e que descreve os efeitos pu-
ramente quânticos de troca/correlação. Este termo é
fundamental na implementação da DFT, mas sua forma
exata mesmo na formulação de Kohn-Sham é desconhe-
cida, exigindo assim aproximações. A primeira aproxi-
mação para o funcional de troca/correlação 𝐸xc[𝑛] é a
chamada aproximação de densidade local [do Inglês: Lo-
cal Density Approximation (LDA)], proposta por Kohn e
Sham já no trabalho seminal de 1965 [144]. A LDA as-
sume que, em cada ponto, a densidade eletrônica de um
sistema real pode ser tratada como se correspondesse à
densidade de um gás homogêneo de elétrons interagen-
tes. Desta forma, a energia de troca/correlação é esti-
mada localmente, considerando que os efeitos eletrônicos
em cada região do espaço são análogos aos de um sis-
tema uniformemente distribuído. O termo de troca é
conhecido analiticamente e o termo de correlação pode
ser calculado com precisão arbitrária. A LDA fornece re-
lativamente bons resultados para estruturas eletrônicas
de sólidos, parâmetros de rede, energias de coesão e pro-
priedades magnéticas de metais de transição. Apesar de
subestimar gaps eletrônicos, descreve bem bandas eletrô-
nicas e ligações químicas em sistemas cristalinos. Outra
aproximação importante para o funcional 𝐸xc[𝑛] é deno-
minada aproximação do gradiente generalizado [do In-
glês: Generalized Gradient Approximation (GGA)], que
leva em consideração o gradiente da densidade eletrô-
nica, ∇⃗𝑛(𝑟⃗), enquanto a LDA considera apenas a den-
sidade local. Exemplos de funcionais GGA incluem a
importante implementação de Perdew–Burke–Ernzerhof
(PBE) [147]. A inclusão da dependência do gradiente da
densidade permite que o GGA forneça descrições mais
precisas de sistemas com variações rápidas na densidade,
como moléculas, superfícies e sistemas com fortes gradi-
entes de densidade como sólidos cristalinos complexos, in-
cluindo sistemas com defeitos pontuais e ligas. A aproxi-
mação do gradiente meta-generalizado (meta-GGA), por
sua vez, é uma extensão da aproximação GGA para o
funcional de troca/correlação na DFT. Enquanto a GGA
depende de 𝑛(𝑟⃗) e de ∇⃗𝑛(𝑟⃗), a meta-GGA inclui uma de-
pendência adicional do Laplaciano da densidade ∇2𝑛(𝑟⃗)
ou da densidade de energia cinética 𝜏(𝑟⃗), que é a densi-
dade da energia cinética orbital-resolvida. Tal inclusão

H

C

Figura 10. Molécula de benzeno (C6H6), onde os átomos na cor
preta são C e os na cor branca H, e seus respectivos orbitais mo-
leculares, sendo que as cores azul e vermelho representam as duas
fases opostas da parte orbital da função de onda. Figura gerada
com base nos códigos disponibilizados na Ref. [148].

aprimora a precisão na descrição dos efeitos de correla-
ção/troca, embora aumente o custo computacional dos
cálculos. Além destes funcionais, os funcionais híbridos
são uma importante classe de funcionais na DFT que
combinam parte do termo de troca exato, obtido do for-
malismo de Hartree-Fock, com funcionais aproximados
de troca/correlação da DFT, como GGA ou meta-GGA

𝐸híbrido
𝑥𝑐 = 𝑎𝐸HF

𝑥 + (1 − 𝑎)𝐸DFT
𝑥 + 𝐸DFT

c , (230)

onde 𝑎 é um parâmetro ajustável, geralmente determi-
nado empiricamente ou por primeiros princípios. Essa
abordagem visa corrigir deficiências dos funcionais pu-
ramente baseados na densidade, especialmente a subes-
timação dos gaps eletrônicos e a descrição inadequada
de estados excitados. A combinação de uma fração da
troca de Hartree-Fock 𝐸HF

𝑥 com a troca de um funcio-
nal DFT 𝐸DFT

𝑥 , além de um termo de correlação, resulta
em uma descrição mais precisa das interações eletrôni-
cas, embora a um custo computacional maior. Exemplos
de funcionais híbridos incluem o B3LYP [149], o PBE0
[150] e o HSE06 [151], que são amplamente utilizados
em cálculos de moléculas e sólidos. Vale mencionar que
ferramentas de inteligência artificial estão sendo ampla-
mente utilizadas para auxiliar a chamada área de Ciência
de Materiais Computacionais [152, 153]. Apresentamos
aqui um exemplo da utilização de DFT para se gerar or-
bitais moleculares na molécula de benzeno (C6H6) como
um caso de estudo. A Fig. 10 mostra a molécula de ben-
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zeno e os 16 orbitais moleculares da molécula obtidos
via cálculo de primeiros princípios utilizando o software
Quantum Espresso [154]. A Fig. 10 demonstra a utiliza-
ção do DFT para um caso de estudo real, os quais podem
ser estendidos para situações físicas mais complexas, ver,
por exemplo, a Ref. [155].

I. Teoria do Funcional da Densidade (DFT) + U

Embora os funcionais LDA e GGA forneçam resulta-
dos confiáveis e robustos para diferentes propriedades de
sólidos, tais funcionais enfrentam importantes limitações
ao lidar com a descrição de sistemas eletrônicos forte-
mente correlacionados, tais como a fase de isolante de
Mott em muitos compostos de metais de transição [156],
principalmente devido à falta de aproximações eficazes
e métodos computacionais apropriados, além do desa-
fio fundamental de obter informações sobre correlações
entre partículas com base apenas na densidade de uma
única partícula [157]. Em sistemas eletrônicos fortemente
correlacionados, o estado de cada elétron depende do es-
tado dos outros elétrons do sistema, que estão acopla-
dos, ou correlacionados entre si, por meio da interação
de Coulomb. Assim, trata-se de um problema real de
muitos corpos e a situação é muito diferente do com-
portamento de um gás eletrônico homogêneo. Embora
funcionais meta-GGA e híbridos possam melhorar a des-
crição de sistemas moderadamente correlacionados, os
mesmos também apresentam dificuldades inerentes em
“capturar” adequadamente os efeitos de forte correlação
eletrônica, necessitando assim de abordagens adicionais,
como a inclusão de correções de Hubbard na DFT, mé-
todo denominado DFT+U [158, 159], ou métodos além
da DFT, como a Teoria de Campo Médio Dinâmico [do
Inglês: Dynamical Mean-Field Theory (DMFT)] [160].
O formalismo DFT+U é comumente utilizado para des-
crever bandas parcialmente preenchidas de elétrons 𝑑 ou
𝑓 quando há uma forte interação não local entre os elé-
trons localizados. A interação de Coulomb para a dupla
ocupação do mesmo nível de energia como no modelo de
Hubbard requer um valor elevado de 𝑈 se o auto-estado
é localizado, o que não é bem descrito pelos funcionais
LDA e GGA. Seguindo o modelo de Hubbard, conforme
a Eq. 68, o formalismo propõe introduzir um termo de
Hubbard 𝑈 sobre a energia total obtida no formalismo
Kohn-Sham DFT (LDA ou GGA) [156], da forma

𝐸DFT+U = 𝐸DFT + 𝑈

2
∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝑛𝑖𝑛𝑗 − 𝑈𝑁(𝑁 − 1)
2 , (231)

onde 𝑛𝑖 descreve os números de ocupação dos orbitais lo-
calizados 𝑑 ou 𝑓 e𝑁 representa o número total de elétrons
nestes orbitais, ou seja, 𝑁 =

∑︀
𝑖 𝑛𝑖, com o sub-índice 𝑖

podendo incluir spin. O DFT+U é relativamente “ba-
rato” em termos computacionais e amplamente imple-
mentado nos principais códigos da DFT, como VASP,
Quantum Espresso e SIESTA, dentre outros. O DFT+U

corrige a subestimação do gap de energia em isolantes de
Mott, fornecendo melhores estimativas para proprieda-
des eletrônicas de sistemas com elétrons 3𝑑 e 4𝑓 . Entre-
tanto, o valor de 𝑈 não é determinado automaticamente,
a priori, geralmente sendo ajustado empiricamente ou
calculado por métodos como o da Aproximação de Fase
Randômica [do Inglês: Random Phase Approximation
(RPA)] [161], DFT restrita [162], Gunnarsson [163] e o de
resposta linear [164]. Timrov, Marzari e Cococcioni pro-
puseram um código computacional que implementa um
método baseado na Teoria de Perturbação do Funcional
da Densidade [do Inglês: Density Functional Peturbation
Theory (DFPT)] para determinar 𝑈 de forma autoconsis-
tente e por primeiros princípios [165]. Essa abordagem
evita o uso de supercélulas e reduz o “custo” compu-
tacional, proporcionando uma forma mais sistemática e
eficiente de determinar 𝑈 em sistemas eletrônicos forte-
mente correlacionados. Por fim, vale mencionar que o
DFT + U é apropriado para se descrever a fase metálica
ou isolante já estabelecidas, não sendo possível capturar
a transição metal-isolante de Mott variando o valor de 𝑈
por tal abordagem.

J. Aproximação GW

Paralelamente ao desenvolvimento do DMFT e do
DFT+DMFT, a aproximação 𝐺𝑊 (GWA) [166] surgiu
dentro do formalismo da teoria de perturbação de mui-
tos corpos. Tal abordagem é fundamentada nas equa-
ções de Hedin, nas quais a auto-energia é expressa como
o produto da função de Green interagente 𝐺 e da inte-
ração coulombiana blindada 𝑊* = 𝜀−1𝜈, onde 𝜀 repre-
senta a constante dielétrica complexa, evidenciando que
o potencial de Coulomb 𝜈 é reduzido pela blindagem,
conforme descrito pelo conceito de quasipartículas [167].
Vale mencionar que 𝑊* e 𝜀 foram utilizados neste ponto
para não confundir com outras grandezas definidas neste
trabalho. Na GWA, os efeitos da função vértice são ne-
gligenciados, resultando em uma descrição simplificada
da auto-energia Σ𝐺𝑊 , sendo computado como

Σ𝐺𝑊 (1; 2) = 𝑖

∫︁
𝐺(1, 3)𝑊*(3+, 2) d(3) , (232)

onde os números nos argumentos representam as coorde-
nadas espaciais e temporais, como por exemplo 1 = 𝑟⃗1, 𝑡1,
e 𝑡+3 = 𝑡3 + 0+ representa um tempo infinitesimalmente
posterior a 𝑡3 para garantir a ordenação temporal cor-
reta. A Eq. 232 é frequentemente representada também
por meio de diagramas de Feynman, da forma [168]

Os diagramas de Feynman representam pictoricamente
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termos individuais de expansões perturbativas na teoria
de muitos corpos. Na Eq. 233, Σ𝐺𝑊 corresponde ao di-
agrama de ordem mais baixa de uma expansão em série
da auto-energia em termos de interações efetivas. Assu-
mindo que Σ𝐺𝑊 − 𝑉𝑥𝑐 é pequeno e pode ser utilizado
como potencial perturbativo, a diferença entre a equação
de quasipartícula[︁

ℎ̂0 + Σ(𝜖QP
𝑖 )

]︁
𝜓𝑖(𝑟⃗) = 𝜖QP

𝑖 𝜓𝑖(𝑟⃗) , (234)

onde ℎ̂0 é o Hamiltoniano de Hartree-Fock, e a equação
de Kohn-Sham, conforme a Eq. 228, assumindo que os
auto-estados de Kohn-Sham descrevem bem os estados
de quasipartícula, resulta em

𝜖QP
𝑖 − 𝜖KS

𝑖 =
⟨︀
𝜙KS
𝑖

⃒⃒
Σ(𝜖QP

𝑖 ) − 𝑉𝑒𝑥𝑡
⃒⃒
𝜙KS
𝑖

⟩︀
. (235)

A auto-energia depende da energia de quasipartícula 𝜖QP
𝑖 ,

tornando a equação de quasipartículas não trivial de se
resolver. Para obter uma estimativa prática de 𝜖QP

𝑖 , ex-
pandimos Σ em torno da energia de Kohn-Sham 𝜖KS

𝑖 ,
assumindo que Σ(𝜔) varia suavemente nessa região

Σ(𝜖QP
𝑖 ) ≈ Σ(𝜖KS

𝑖 ) + dΣ(𝜔)
d𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜖KS

𝑖

(︁
𝜖QP
𝑖 − 𝜖KS

𝑖

)︁
. (236)

Substituindo o resultado da expansão perturbativa na
Eq. 235 e rearranjando os termos, obtemos

𝜖QP
𝑖 − 𝜖KS

𝑖 ≈
⟨︀
𝜙KS
𝑖

⃒⃒
Σ(𝜖KS

𝑖 ) − 𝑉𝑥𝑐
⃒⃒
𝜙KS
𝑖

⟩︀[︂
1 −

⟨︀
𝜙KS
𝑖

⃒⃒
𝜕Σ(𝜔)
𝜕𝜔

⃒⃒⃒
𝜔=𝜖KS

𝑖

⃒⃒
𝜙KS
𝑖

⟩︀]︂ . (237)

Definindo o fator de renormalização 𝑍* como

𝑍* =
[︃

1 −
⟨︀
𝜙KS
𝑖

⃒⃒ 𝜕Σ(𝜔)
𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜖KS

𝑖

⃒⃒
𝜙KS
𝑖

⟩︀]︃−1

, (238)

podemos expressar a correção na energia da quasipartí-
cula como

𝜖QP
𝑖 ≈ 𝜖KS

𝑖 + 𝑍* ⟨︀𝜙KS
𝑖

⃒⃒
Σ(𝜖KS

𝑖 ) − 𝑉𝑥𝑐
⃒⃒
𝜙KS
𝑖

⟩︀
. (239)

Esta equação representa a aproximação de quasipartícula
e descreve como a auto-energia Σ corrige os autovalores
de Kohn-Sham [169]. A aproximação GWA é uma abor-
dagem adequada para determinar o band gap eletrônico
de materiais, pois descreve de forma acurada os esta-
dos excitados. A inclusão dos efeitos de quasipartícula,
que são inerentes ao formalismo das funções de Green,
permite uma predição confiável das propriedades eletrô-
nicas, alinhando-se com resultados experimentais obti-
dos por técnicas como a espectroscopia de fotoemissão
com resolução angular [do Inglês: Angle-Resolved Pho-
toemission Spectroscopy (ARPES)]. Enquanto a DMFT
aprimora a descrição das correlações locais, a abordagem
𝐺𝑊 contribui para uma melhor descrição da estrutura
de bandas de fundo ao incluir correlações de longo al-
cance, permitindo que efeitos de forte correlação eletrô-
nica locais sejam adequadamente incorporados. Isso leva
naturalmente à combinação 𝐺𝑊+DMFT, que combina
as vantagens de ambas as metodologias.

K. Teoria de Campo Médio Dinâmico (DMFT)

No final dos anos 1990, o desenvolvimento da DMFT
trouxe um grande avanço na descrição de sistemas eletrô-
nicos fortemente correlacionados. Essa abordagem per-
mitiu ir além do método DFT+U, incorporando efeitos
dinâmicos na auto-energia local, que não são capturados
pela aproximação estática de Hartree-Fock. Isso levou
ao surgimento do DFT+DMFT, um método amplamente
bem-sucedido na simulação de sistemas eletrônicos com-
plexos [170]. A DMFT é formulada considerando que
cada sítio atômico de um cristal se comporta como um
problema de impureza embebido em um meio eletrônico
autocoerente, sendo o Hamiltoniano de Hubbard, con-
forme a Eq. 68, frequentemente utilizado como ponto de
partida. Na DMFT, a auto-energia na representação de
Lehmann, Σ(𝜔), depende apenas da frequência 𝜔 e não
de 𝑘⃗, ou seja, considera-se uma aproximação local para
os efeitos de correlação em termos da função de Green
𝐺𝑘⃗(𝜔), da forma [160]

𝐺𝑘⃗(𝜔) = 1
𝜔 + 𝜇− 𝐸𝑘 − Σ(𝜔) . (240)

A auto-energia Σ(𝜔) pode ser determinada autoconsis-
tentemente resolvendo um problema de impureza quân-
tica, geralmente por métodos numéricos como Monte
Carlo Quântico [do Inglês: Quantum Monte Carlo
(QMC)], diagonalização exata, ou Grupo de Renorma-
lização Numérica [do Inglês: Numerical Renormalization
Group (NRG)]. Com isso, a energia total em DMFT pode
ser expressa como [160]

𝐸DMFT =
∑︁
𝑘⃗,𝜎

𝜖𝑘⃗𝑛𝑘⃗,𝜎 + 1
2𝑈
∑︁
𝑖

⟨𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓⟩, (241)

onde 𝑛𝑘⃗,𝜎 é a ocupação eletrônica determinada pela fun-
ção de Green corrigida pela auto-energia Σ(𝜔).

V. A FÍSICA EXPERIMENTAL NA
INVESTIGAÇÃO DE FENÔMENOS ORIUNDOS

DE FORTE CORRELAÇÃO ELETRÔNICA

Todos sabemos que a Física é uma Ciência empírica,
ou seja, é necessária a comprovação experimental de te-
orias, modelos e abordagens teóricas [171, 172]. Den-
tro do escopo do que foi discutido neste trabalho, um
tópico de grande interesse é como se explorar experi-
mentalmente os fenômenos aqui discutidos. Neste con-
texto, tais fenômenos podem ser explorados, por exem-
plo, através da investigação dos condutores molecula-
res das famílias 𝜅-(BEDT-TTF)2𝑌 e (TMTTF)2𝑋, con-
forme a Fig. 1, onde BEDT-TTF representa a molécula
de bisetilenoditio-tetratiafulvaleno, TMTTF a molécula
tetrametiltetratiafulvaleno; 𝑋 e 𝑌 contra-ânions mono-
valentes. Tais sistemas têm despertado interesse da co-
munidade científica devido a sua baixa dimensionalidade,
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a qual está associada com a possibilidade de se obter uma
fase supercondutora em altas temperaturas [173]. De
acordo com os diagramas de fases mostrados na Fig. 1,
pode-se observar que é possível alterar o ground-state
destes compostos ao substituir o contra-ânion, conforme
a Fig. 11, de modo que a sobreposição de orbitais será
afetada alterando assim as propriedades físicas do ma-
terial. Uma outra maneira de alterar o estado funda-
mental é aplicar pressão hidrostática no sistema [15, 16].
Uma das possíveis técnicas para se explorar experimen-
talmente como as propriedades dos materiais aqui discu-
tidos são alteradas ao se variar um parâmetro de controle,
como 𝑇 , é a utilização do chamado método de contato
elétrico de dois pontos para se medir constante dielétrica
(Fig. 12). Para tal, duas das faces da amostra de inte-
resse são pintadas com uma tinta condutora, emulando
as placas metálicas de um capacitor e a amostra o di-
elétrico, conforme inset da Fig. 12. Assim, através de
medidas sistemáticas da constante dielétrica, por exem-
plo para os sais de Fabre, é possível observar um máximo,
podendo ser do tipo peak-like ou bump-like, da parte real
da constante dielétrica na temperatura de transição de
fase, conforme a Ref. [118]. Tal assinatura está associ-
ada à transição de fase no sistema de paraelétrico para
ferroelétrico, uma vez que a constante dielétrica está re-
lacionada com a polarização elétrica 𝑃 do sistema [56].
Desta forma, utilizando medidas de constante dielétrica,
podemos verificar o estabelecimento de uma fase ferroe-
létrica de Mott-Hubbard, a qual pode ser descrita pela
Eq. 69 [97, 118]. As famílias de sistemas aqui destaca-
das são amplamente investigadas por apresentarem tal
fase ferroelétrica de Mott-Hubbard [15, 118, 174] e por
existirem evidências de que tal fase possa ser magnetoe-
létrica/multiferroica [175, 176]. Existem atualmente di-
versas técnicas experimentais bem estabelecidas que são
empregadas para se explorar as exóticas fases da matéria,
como por exemplo medidas de calor específico, magneti-
zação e susceptibilidade magnética, apenas para citar al-
guns exemplos. Do ponto de vista microscópico, técnicas

a

c

Figura 11. Estrutura cristalina da molécula de (TMTTF)2ZF6
projetada no plano 𝑎-𝑐. O contra-ânion ZF6 (Z = P, Sb e As,
sendo Z o átomo centrado no octaedro) está representado como um
octaedro nos vértices da célula unitária triclínica (linhas sólidas
na cor preta). Os átomos representados são Enxofre (amarelo),
Carbono (preto), Hidrogênio (branco) e Flúor (azul).

como ressonância magnética nuclear [do Inglês: Nuclear
Magnetic Resonance (NMR)] [108, 177], ressonância pa-
ramagnética eletrônica [do Inglês: Electron Paramagne-
tic Resonance (EPR)] [178, 179], espectroscopia Raman
[180], entre outras, são empregadas para se explorar o
possível caráter multiferroico/magnetoelétrico em siste-
mas da família TMTTF, permitindo ter acesso a mo-
dos de vibração específicos da molécula de TMTTF. Do
ponto de vista macroscópico, medidas do coeficiente de
expansão térmica de alta resolução desempenham um pa-
pel fundamental no estudo de transições de fase, visto
que tal coeficiente incorpora em sua definição variações
da energia livre 𝐹 com relação ao volume 𝑣 e a tempera-
tura 𝑇 , ou seja, 𝛼𝑝 = −𝜅𝑇

(︁
𝜕2𝐹
𝜕𝑣𝜕𝑇

)︁
[49, 181], onde 𝜅𝑇 é

a compressibilidade isotérmica. Portanto, ao passar por
uma transição de fase, como por exemplo a transição MI
de Mott, 𝛼𝑝 apresenta uma assinatura neste regime pois
a variação da energia livre Δ𝐹 é máxima na tempera-
tura de transição, tornando 𝛼𝑝 uma grandeza sensível
na exploração de transições de fase experimentalmente,
conforme as Refs. [16, 21]. Em geral, podemos explo-
rar o rico diagrama de fases dos metais moleculares aqui
mencionados através de variações de pressão e/ou tempe-
ratura. Vale mencionar que o composto (TMTSF)2PF6
apresenta uma fase supercondutora com sua temperatura
crítica de 𝑇𝑐 = 0, 9 K sob pressão de 12 kbar, sendo de
interesse da comunidade científica para o estudo de fenô-
menos fortemente correlacionados [9].
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Figura 12. Parte real da constante dielétrica 𝜀′ versus temperatura
𝑇 para as variantes hidrogenada (H12 - laranja) e deuterada (D12 -
azul) do sistema (TMTTF)2SbF6. O máximo de 𝜀′ está associado
à transição ferroelétrica de Mott-Hubbard [118]. A barra de erro é
indicada em cada um dos conjuntos de dados. Na parte superior do
inset é mostrada uma representação esquemática do método padrão
de contato elétrico de dois pontos: as faces paralelas da amostra
são pintadas com uma tinta condutora e fios de ouro revenidos de
20𝜇m de diâmetro são fixados, de modo a simular um capacitor de
placas paralelas, sendo a amostra o dielétrico. Na parte inferior do
inset é mostrada uma foto real de uma amostra já contactada em
um soquete isolante elétrico. Figura adaptada da Ref. [174].
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A. A relevância da Física de baixas temperaturas

O interesse da comunidade científica em explorar bai-
xas temperaturas está associado ao estudo de excitações
fundamentais da matéria [49, 183]. Conforme a tempera-
tura do sistema é reduzida, a energia térmica do sistema
é diminuída e assim outras escalas de energia presentes
passam a se tornar dominantes, como por exemplo 𝑈
e 𝑊 , conforme discutido ao longo deste artigo. Desta
forma, conseguimos ter acesso a excitações eletrônicas de
interesse, como por exemplo uma fase supercondutora [3],
a transição MI de Mott [21] e a transição de carga orde-
nada [15], apenas para citar alguns exemplos. No con-
texto da supercondutividade, se 𝑇 for aumentada acima
da chamada temperatura crítica, os pares de Cooper são
“quebrados”, fazendo com que o sistema deixe de ser su-
percondutor. Neste contexto, diversas técnicas de resfri-
amento são utilizadas para se explorar os vários tipo de
excitações e manifestações exóticas da matéria aqui men-
cionadas, como por exemplo criostatos de diluição de 4He
e 3He [49], resfriamento a laser [184, 185], desmagnetiza-
ção adiabática [83, 186] e refrigeração nuclear [187]. Vi-
sando materializar um exemplo de infra-estrutura experi-
mental que foi construída para se explorar, em particular,
sistemas onde fenômenos de forte correlação eletrônica se

Figura 13. Célula dilatométrica homemade (não-comercial) de
quartzo utilizada para se medir expansão térmica com resolução
abaixo do raio de Bohr (Δ𝑙 ≃ 0,05 − 0,1Å) para amostras da ordem
de 1 mm de comprimento (auxílio FAPESP número 2011/22050-4).
Para se obter o coeficiente de expansão térmica, o método capaci-
tivo é empregado [182]. A capacitância é medida utilizando quatro
cabos, dois cabos em cada placa, representados pelas setas ver-
melhas. Desta forma, uma média da capacitância medida em um
intervalo de tempo é realizada com o objetivo de minimizar os efei-
tos da falta de paralelismo entre as placas. A amostra (destacada
pelo círculo amarelo) é posicionada na extremidade de um cilindro
de quartzo e fica em contato direto com a placa móvel do capacitor.
À medida que a temperatura é variada, a amostra contrai/expande
e a distância entre as placas do capacitor é alterada, modificando a
capacitância medida. Com base nos dados obtidos de capacitância
versus temperatura, é possível se obter o coeficiente de expansão
térmica em função da temperatura.

Figura 14. Vista panorâmica do Laboratório de Física do Estado
sólido, o qual possui um criostato Teslatron de ciclo fechado que
opera com 4He em temperaturas da ordem de 1,4 K < 𝑇 < 300 K
com aplicação de campos magnéticos 𝐵 ≤ 12 T utilizando uma bo-
bina supercondutora de NbTi. O laboratório foi idealizado especial-
mente para se realizar a exploração da física de sistemas eletrônicos
fortemente correlacionados (auxílio Fapesp número 2011/22050-4)
via medidas de constante dielétrica quase-estática, polarização elé-
trica, expansão térmica de alta resolução em função de 𝑇 e 𝐵 e
medidas de magnetostrição [24, 118, 174, 188–198], apenas para
citar alguns exemplos.

manifestam, discutimos no que segue sobre o Laborató-
rio de Física do Estado Sólido da Unesp de Rio Claro,
SP (www.rc.unesp.br/mariano), conforme Fig. 14. Com
o apoio financeiro da agência de fomento Fundação de
Amparo à Pesquisa do Estado de São Paulo (FAPESP)
(Processo no. 2011/22050-4) o laboratório conta com
um criostato Teslatron-PT (1,4 K < 𝑇 < 300 K; 𝐵 <
12 T) fornecido pela empresa Oxford Instruments, ope-
rando com um ciclo fechado do tipo tubo pulsado de 4He.
O aparato experimental incorpora uma ponte de capa-
citância Andeen-Hagerling (frequência fixa 𝑓 = 1 kHz),
capaz de medir capacitâncias da ordem de 10−6 pF, e
uma célula dilatométrica (Figura 13) capaz de detectar
variações de comprimento menores que o raio de Bohr
(Δ𝑙 ≈ 0,05−0,1 Å; considerando uma amostra com 𝑙 ∼
1 mm). Vale mencionar que, até onde nos consta, um sis-
tema capaz de medir o coeficiente de expansão térmica
com tal resolução em um sistema de ciclo fechado é único
no hemisfério sul. Essa infraestrutura, aliada aos equipa-
mentos disponíveis, possibilita a realização de medidas
sistemáticas em função da temperatura e campo mag-
nético de resistência elétrica, polarização elétrica e ex-
pansão térmica, bem como medidas de magnetoestrição.
Merece destaque o fato de que a contribuição iônica para
a fase ferroelétrica de Mott-Hubbard e o comportamento
do tipo Higgs no verge da transição MI de Mott/carga
ordenada são exemplos de tópicos que vem sendo explo-
rado no referido Laboratório de Física do Estado Sólido
[118, 174]. Por fim, vale mencionar que tal base expe-
rimental motivou diversos outros trabalhos teóricos por
alguns de nós acerca, por exemplo, da proposta de uma
fase do tipo Griffiths [26], a maximização de efeitos caló-
ricos na vizinhança de pontos críticos [113], proposta de
realização de magnetização adiabática [186, 199] e a in-
vestigação do conceito de pressão negativa em diferentes
contextos [200].
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VI. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste artigo, introduzimos de forma compreensível os
tópicos associados a alguns fenômenos decorrentes de
forte correlação eletrônica. Apresentamos conceitos fun-
damentais neste campo, como o formalismo em segunda
quantização do Hamiltoniano de Hubbard. Discutimos
alguns tópicos atuais de pesquisa e sistemas de interesse,
bem como alguns métodos experimentais comumente uti-
lizados para se explorar sistemas eletrônicos fortemente
correlacionados. Isto inclui a competição entre a fase iso-
lante de Mott e o aparecimento de supercondutividade,
a relevância da Física de baixas temperaturas e medidas
de expansão térmica de alta resolução, entre outros te-
mas. Este trabalho foi escrito em Português visando ser-
vir como uma “porta de entrada” para o público amplo
interessado em atuar no fascinante campo de pesquisa dos
sistemas eletrônicos fortemente correlacionados. Como
perspectiva, destacamos o desafio de se entender o me-
canismo físico que dá origem à emergência de uma fase
supercondutora a partir de um isolante de Mott; ma-
teriais que se tornem supercondutores próximos à tem-
peratura e pressão ambiente e a teoria correspondente
para descrever tais sistemas, bem como o entendimento
da transição supercondutor-isolante [201] e a realização
de supercondutividade no Hidrogênio, conforme proposto
por Ashcroft [202], apenas para citar alguns exemplos.
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