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O modelo do gas de elétrons proposto por Fermi em 1926 constitui uma das primeiras aplicagbes
diretas da Mecéanica Quantica na descricdo das propriedades fisicas de sélidos. Em particular, a
descricdo matematica da contribuigao eletronica para o calor especifico consiste em um elemento
central neste campo. No entanto, manifestagoes exdticas da matéria ndo podem ser descritas pelo
modelo do gés de Fermi e pela teoria de bandas. Exemplos incluem a fase isolante de Mott e o alto
valor do coeficiente de Sommerfeld para os chamados férmions pesados. Nesta contribuicéo, revi-
sitamos de forma compreensiva os conceitos fundamentais relacionados aos fenémenos eletronicos
fortemente correlacionados. Focamos em uma andlise do modelo de Hubbard para o dimero de
Mott em conexao direta com tdpicos atuais de pesquisa e observagoes experimentais. Revisitamos
também brevemente os modelos de Fermi-Hubbard, Bose-Fermi-Hubbard, Anderson de uma tnica
impureza, Su—Schrieffer—Heeger, ¢t-J e RVB, bem como a teoria BCS e a do funcional da densidade
e suas aplicagoes. Ainda, a teoria de campo médio dindmico e a aproximagdo GW sdo brevemente
discutidas. O presente trabalho pode ser visto como uma “cartilha” para o publico geral interessado
nos aspectos tedricos e experimentais relacionados a pesquisa no campo de sistemas eletrénicos
fortemente correlacionados.

Palavras-chave: Sistemas eletronicos fortemente correlacionados, modelo de Hubbard, transigdo
metal-isolante de Mott, metais moleculares.

The electron gas model proposed by Fermi in 1926 constitutes one of the first direct appli-
cations of Quantum Mechanics in the description of the physical properties of solids. In particular,
the mathematical description of the electronic contribution to the specific heat is a hallmark in this
field. However, exotic manifestations of matter cannot be described by the Fermi gas model and
band theory. Examples include the Mott insulating phase and the enhancement of the Sommerfeld
coefficient for the so-called heavy fermions systems. In this contribution, we revisit comprehensively
fundamental concepts related to strongly correlated electronic phenomena. We focus on an analysis
of the Hubbard model for the Mott dimer in a direct connection with current research topics and
experimental observations. We also revisit the Fermi-Hubbard, Bose-Fermi-Hubbard, Anderson
single-impurity, Su—Schrieffer—Heeger, ¢t-J, and RVB models, as well as the BCS theory and
density functional theory and its applications. Yet, the dynamical mean-field theory and the GW
approximation are briefly discussed. The present work can be seen as a primer for a broad audience
interested in the theoretical and experimental aspects related to research in the field of strongly
correlated electronic systems, being the so-called molecular metals particularly relevant in the
exploration of such phenomena.

Keywords: Strongly correlated electronic systems, Hubbard model, Mott metal-insulator
transition, molecular metals.

I. INTRODUCAO

pratos) [8] e metais moleculares [9, 10], bem como a des-

O entendimento e a descricao téorica do comporta-
mento coletivo da matéria constitui um desafio e um dos
tépicos atuais de maior interesse no campo da Fisica da
Matéria Condensada [1, 2]. Dentro de uma perspectiva
histérica, as novas fases da matéria descobertas a partir
do inicio do século passado - proeminentes exemplos in-
cluem supercondutividade [3], superfluidez [4, 5] e a con-
densagao de Bose-Einstein [6] - serviram como base para
o surgimento de um novo e ativo campo de pesquisa fun-
damental: sistemas fortemente correlacionados. Em se
tratando de sistemas de elétrons, com a descoberta nas
tltimas décadas de supercondutividade em sistemas de
férmions pesados [7], 6xidos de cobre (os chamados cu-

coberta do efeito de magnetoresisténcia colossal [11, 12],
tornou-se evidente que formas espetaculares de compor-
tamentos coletivos emergem em sistemas eletronicos for-
temente correlacionados. Por exemplo, quando a ener-
gia de interacao coulombiana U entre elétrons no mesmo
sitio em uma rede cristalina é comparével a largura da
banda de energia W dos chamados estados de Bloch, uma
fase chamada de isolante de Mott pode ser realizada [13].
Neste caso, um material que deveria ser um metal, se
torna um isolante devido a interagdo coulombiana. Em
termos simples, com base no modelo de Hubbard a ser
discutido na Secgao III, U pode ser visto como a energia
necessaria a ser “paga” para dois elétrons ocuparem o
mesmo sitio da rede cristalina obedecendo o principio da
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exclusao de Pauli, ou seja, devem possuir spins opostos
[14, 15]. De uma forma geral, em tais sistemas, a com-
peticao entre os graus de liberdade de carga, spin, rede
e, em alguns casos orbital, da origem a riquissimos di-
agramas de fases [10, 15-18]. Aqui merece destaque a
emergéncia em alguns sistemas de uma fase supercondu-
tora a partir de uma fase isolante de Mott [13] ao se apli-
car pressao hidrostatica ou via substituicao do chamado
contra-anion', como pode ser observado em condutores
moleculares [19], conforme a Fig. 1, e supercondutores de
altas temperaturas (os cupratos) via dopagem [20].

Uma questdo fundamental e ainda nao respondida é:
qual o mecanismo fisico responsdvel pela manifestagao
de supercondutividade a partir de uma fase isolante
de Mott? Em outras palavras, do ponto de vista mi-
croscopico, € altamente desejavel entender como e se a
estrutura cristalina é alterada neste regime, bem como
o papel desempenhado pelo efeito de forte correlagao
eletronica para a manifestacdo de supercondutividade a
partir de uma fase isolante de Mott. Muito esforgo tem
sido empregado tanto do ponto de vista tedrico quanto
experimental para explorar o mecanismo responsavel pelo
aparecimento dessa fase supercondutora [26]. Ao aplicar
pressao hidrostatica nesses sistemas, a razao entre U e
W é alterada, o que dé origem a uma transicao metal-
isolante (MI) de Mott [27], sendo o sistema V303 dopado
com Cr o sistema protétipo de tal transicao [28]. Em ou-
tras palavras, sob pressao aplicada, a distancia entre os
atomos ¢ alterada e como consequéncia, a sobreposigao
dos orbitais é aumentada e o sistema se torna metalico,
ou seja, os elétrons passam a assumir um carater itine-
rante.

Foi reportado na literatura que quando os elétrons se
localizam e a fase isolante de Mott se estabelece, a rede
cristalina se expande levemente [22], evidenciando o im-
portante papel desempenhado pelos graus de liberdade
da rede cristalina na estabilizacao da transicao de Mott.
Ainda, foi reportado por alguns de ndés que préximo a
transicado MI de Mott uma coexisténcia de fases entra
em cena, onde “pogas” metalicas emergem na matriz iso-
lante, ou vice-versa [22, 27]. Neste regime, a dindmica
do sistema é reduzida e as “pogas” metdlicas se encon-
tram distribuidas espacialmente de forma randoémica le-
vando & manifestacao de uma fase eletrénica do tipo Grif-
fiths [27, 29-31]. Neste contexto, metais moleculares,
por exemplo, oferecem oportunidades excepcionais de ex-
ploracao de diversos fendémenos eletronicos fortemente
correlacionados, dentre eles a transicao MI de Mott, a
instabilidade do gés de elétrons em uma dimensao devido

1 Vale mencionar neste ponto que um contra-anion é um cétion
(um fon com carga positiva) que acompanha um anion (um fon
com carga negativa) para manter a neutralidade elétrica. O
termo contra-anion é utilizado para o caso do NaCl onde Nat é o
cation e C1~ o contra-anion. Desta forma, a molécula TMTTF+
e os contra-anions, como por exemplo, PFg~ ou SbFg~ [Fig. 1
a)], desempenham os papéis do Na® e do Cl—, respectivamente.
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Figura 1. a) Diagrama de fases esquemadtico temperatura T ver-
sus pressao P dos sais de Fabre-Bechgaard [16]. As setas verti-
cais representam a posigdo dos sistemas moleculares das familias
(TMTTF)2X e (TMTSF)2X em pressdo ambiente, onde TMTTF
se refere a molécula tetratilmetiltetratiafulvaleno e TMTSF a te-
tratilmetiltetraselenafulvaleno. As fases indicadas sdo: carga orde-
nada, spin-Peierls, antiferromagnética (AFM), onda de densidade
de spin e supercondutora. As linhas tracejadas representam um
crossover (mudanca de regime) entre 1, 2 e 3D. b) Diagrama de fa-
ses esquemético T versus P o« W/U, onde W é a largura de banda
e U a energia de repulsao coulombiana, dos sistemas moleculares da
familia k-(BEDT-TTF)2X, onde BEDT-TTF se refere a molécula
bisetilenoditio-tetratiafulvaleno, X é um contra-anion monovalente
e T* se refere a temperatura de crossover (linha pontilhada) entre
as fases isolante paramagnética e metélica. A linha de transigao
de fase de primeira ordem (cor preta) que termina em um ponto
critico de segunda ordem em (P, Tp) também é mostrada [21, 22].
Figuras adaptadas com base nas Refs. [23] e [24]. A estrela na cor
branca indica o estado fundamental em pressdo ambiente e T' =
0K [25].

ao forte acoplamento elétron-fénon, conhecida como ins-
tabilidade de Peierls [32, 33], e a fase de carga ordenada,
conforme as Refs. [15, 16] e aquelas ali citadas. Em se tra-
tando de supercondutores, materiais que conduzem ele-
tricidade sem a dissipagao de energia por efeito Joule [34],
a observagao de supercondutividade em ligas nas quais
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o elemento Ferro faz parte de sua composicao quimica
¢ intrigante [35], uma vez que uma descri¢do do meca-
nismo de emparelhamento baseado na teoria BCS [36],
a ser discutida na SecaolIV A, nos diz que a formacao
de tripletos, associados aos momentos magnéticos dos
elétrons 3d dos atomos de Fe, aniquilaria os pares de
Cooper. No entanto, aqui convém destacar que ferro-
magnetos supercondutores sao conhecidos na literatura
[37]. Convém destacar que continuamente novos super-
condutores, como por exemplo supercondutividade sob
condigbes extremas em hidratos [38], bem como novas for-
mas de manifestacoes exdticas da matéria, como isolantes
topoldgicos [39], altermagnetismo [40], piezomagnetismo
[41], sao reportadas na literatura. Outro sistema que me-
rece destaque é o twisted bilayer graphene (TBG), ou gra-
feno bi-camada torcido. Neste sistema, quando o angulo
de torgao entre as duas camadas se aproxima do angulo
magico 6 ~ 1,1° esses materiais apresentam fascinantes
fases da matéria como uma fase isolante correlacionada
e uma fase supercondutora [42]. Ainda, diversos algo-
ritmos de inteligéncia artifical vém sendo utilizados atu-
almente no contexto de sistemas eletronicos fortemente
correlacionados [43], os quais podem facilitar calculos de
primeiros principios para tais sistemas do ponto de vista
de processamento computacional.

Dentro do contexto exposto acima, este artigo tem
como objetivo a introducéo e discussao dos conceitos fun-
damentais no campo dos sistemas eletronicos fortemente
correlacionados de forma compreensivel, visto que o ob-
jetivo é tornar tais conceitos acessiveis para iniciantes
neste campo. Sob esta perspectiva, escrevemos o pre-
sente trabalho de maneira pedagodgica e em Portugués,
visando alcangar um publico amplo. Vale ressaltar que,
no nosso entendimento, ao se estudar tais tépicos uti-
lizando os livros classicos de Fisica do Estado Sélido
muitas vezes dificuldades na compreensao podem sur-
gir devido a complexidade inerente dos conteidos traba-
lhados. Dito isso, a presente contribuicao também tem
como objetivo democratizar o acesso a tais conteudos.
Este artigo é organizado da seguinte forma: apos esta
breve Introdugao, na Secao II sao discutidos os conceitos
fundamentais acerca de alguns dos modelos bésicos na
Fisica do Estado Sélido, como o gés de elétrons, o mo-
delo do elétron quase livre, o modelo da ligagao forte, e
o liquido de Fermi, bem como uma breve discussao sobre
a notagao de Dirac, o teorema de Bloch e o método da
combinagao linear de orbitais atomicos. Na Secaolll é
apresentada uma discussao sobre a fase isolante de Mott
e na sequéncia o modelo de Hubbard ¢é introduzido junta-
mente com uma breve revisao a respeito dos operadores
de segunda quantizacdo a e a' para o caso do oscilador
harmonico quéntico, os quais sao posteriormente esten-
didos para o contexto de férmions. Logo em seguida, a
diagonalizagao exata do Hamiltoniano de Hubbard para
o caso do dimero de Mott é apresentada de forma deta-
lhada e a versao quéntica do parametro de Griineisen é
calculada para este caso, seguido de uma discussao so-
bre os resultados obtidos. Na SecaoIV alguns modelos

tedricos bem estabelecidos, utilizados em tépicos atuais
de pesquisa, tais como os modelos de Fermi-Hubbard,
Bose-Fermi-Hubbard, Anderson de uma impureza, Su-
Schrieffer-Heeger, t-J e RVB, bem como a teoria BCS,
a teoria do funcional da densidade, a teoria do campo
médio dindmico (DMFT) e a aproximacao GW séo apre-
sentadas. Ja na SecaoV, métodos experimentais para se
explorar fendémenos eletronicos fortemente correlaciona-
dos sao discutidos. Por fim, conclusoes e perspectivas sao
entao apresentadas na Secao VI. Vale ressaltar que o pre-
sente trabalho tem como piublico-alvo nao apenas alunos
de graduagao e pés-graduacao, mas sim o piblico geral
interessado na area de pesquisa de sistemas eletroénicos
fortemente correlacionados. Nesse sentido, o texto foi
elaborado com um carater pedagoégico, de modo a ser au-
toexplicativo como uma espécie de “cartilha”, permitindo
ao(a) leitor(a) interessado(a) aprofundar-se no tema por
meio das referéncias aqui citadas.

II. MODELOS TEORICOS BASICOS NA FiSICA
DO ESTADO SOLIDO

Antes de discutir topicos mais avancados, revisitamos
nesta Secao aspectos béasicos e introdutérios em uma
perspectiva pedagdgica. Neste ponto, merecem desta-
que os livros classicos sobre Fisica do Estado Sdlido e
temas relacionados com os tépicos aqui discutidos para
aprofundamento [2, 32, 33, 44-56].

A. Elétrons nao interagentes: o gas de elétrons de
Fermi

Antes de iniciarmos esta Segdo, vale mencionar que
apenas um ano antes da publicagao do trabalho sobre o
gés de elétrons por Enrico Fermi (1901 — 1954), Werner
Heisenberg (1901 — 1976) havia publicado seu trabalho
seminal conhecido como Umdeutung (do Alemao: rein-
terpretacdo), o qual se tornaria a base para o principio
da incerteza [57]. Em suma, no comego do século XX
grandes avancos foram realizados no campo da Mecanica
Quantica. O modelo do gas de elétrons é fundamental
para se estudar propriedades fisicas de metais, os quais
sao aqueles materiais que apresentam elétrons livres [58].
Tal modelo pode ser interpretado considerando que as
particulas livres (elétrons) estejam confinadas em uma
“caixa” (célula unitria) de volume v = L3, sendo L o
comprimento da aresta da caixa. Obviamente, como os
elétrons sao considerados livres, nao hd nenhum tipo de
espalhamento envolvido. Para o cédlculo das energias Fj
associadas ao elétron livre, a equagao de Schrodinger em
trés dimensoes € utilizada, como segue

h2
*%Vziﬁk(ﬁ = Bty (), (1)

onde h é a constante de Planck dividida por 2w, m a
massa do elétron, V2 = (82/92%) + (8%/0y?) + (02 /02?)
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o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas, ¥ a
funcao de onda do elétron, k o médulo do vetor de onda
e =xi+y]+ zk o vetor posicao em coordenadas carte-
sianas. Em suma, estamos tratando o problema de uma
particula, visto que o gas é nao interagente. A funcao de
onda do elétron livre pode ser escrita em termos de uma
funcao de onda plana, leia-se

Ur(,y, 2) = Poe™ T = el FemHhuythez)

— eilhem) gilkyy) gilk=2)

= Yotr(x)r(y)r(2), (2)

onde kg, ky, e k. representam as componentes do vetor
de onda no espaco reciproco e x, y e z denotam as coor-
denadas cartesianas no espago real. Merece ser destacado
o fato de que o conceito de funcao de onda como base da
Mecanica Quéntica é tema sob intenso debate desde a sua
proposta, conforme destacado por Einstein, Podolsky e
Rosen [59]. Por definicdo, uma onda plana é aquela que

—\

apresenta fase (k - 7) e amplitude (1)) constantes para
um dado plano de referéncia [58].

Antes de prosseguirmos, uma pergunta natural surge:
por que podemos representar o elétron por uma funcao de
onda plana? Para respondermos tal questao precisamos
recorrer ao celebrado trabalho de Thomas Young (1773
- 1829), o qual demonstrou experimentalmente o carater
ondulatoério da luz através da observagao de franjas de in-
terferéncia [60]. Posteriormente, Louis de Broglie (1892
- 1987) propos a ideia de que particulas massivas pode-
riam ser “tratadas” como ondas [61], a chamada duali-
dade onda-particula. Fica justificado assim o uso de uma
solucao baseada na funcao de onda plana para o elétron
livre na equagao de Schrodinger. Prosseguindo, a funcao
de onda para o elétron livre deve satisfazer a condigao
de contorno de Born-von Karman: a fungao de onda que
descreve o elétron livre deve ser periddica com periodo
dado por L [51, 53]. Tal condi¢ao de contorno pode ser
representada matematicamente da seguinte forma

wk(xayaz + L) = wk(mvyaz)v
¢k(xay+LaZ) = 1/%(51773/72)7 (3)
'd]k(x + L,y,Z) = wk(xvyvz)'

Visando  determinar  Ej, precisamos  calcular
V2 (x,y,2) para posteriormente inserir o mesmo
na Eq.1. Fazendo a primeira e a segunda derivada de
Yr(z,y, z) em relacdo a x, temos

0 ; . :
W — kg ke thuythe2), (4)
5271%(%2%2) 2 i(kex+kyy+k
TR = gl e Rtk (5

O mesmo raciocinio pode ser empregado para calcular as
derivadas em relagao as coordenadas cartesianas y e z.
Portanto, substituindo ¥, e suas derivadas com respeito
a x,y e zna Eq.1 e simplificando, obtemos

h2

Z#@+@+@:Eb (6)

Desta forma, as auto-energias Ej sao

h2 k2
E. =
FT om (™)
onde
k? = k,° +k,° + k2 (8)

Perceba que a Eq.6 representa a equacao de uma es-
fera em coordenadas cartesianas, a chamada esfera de
Fermi [51]. Note que para um dado k, teremos uma auto-
energia Fj correspondente. Analisando apenas a compo-
nente z da fungdo de onda, ¥ (x) = e’ conforme a
Eq. 2, utilizamos a condi¢ao de normalizacao para deter-
minar g [44, 62]

L L ) )
/ i () P = / (oe= =) (oeeVda = 1, (9)
0 0

o que leva a
1
\fL.
Desta forma, para a componente x de ¥ temos que

1
VL
Analogamente, o mesmo deve ser feito para as compo-
nentes y e z. Assim, considerando as componentes de ¥

normalizadas e inserindo-as na Eq. 2, ¥y (x,y,2) é dada
por

VBL =1t = (10)

Vi (x) = etke (11)

W(%%Z’) = \/?6 - \/’T)

Utilizando a condig¢ao de contorno de Born-von Karman,
dada pela Eq. 3, e aplicando-a apenas para a componente
x, temos

i(kpx+kyy+tk.z) _ i|lky(x+L)+kyy+k.z
1/)06(1 yY z)_qpoe[w( ) yvY z]7
ikex Jike L Jikyy ik
_ '(/}061 o @ pika L pikyy o zz’
_ woei(kza:—i-kyy—i-kzz)eikwL. (13)

Simplificando os termos que se repetem em ambos os la-
dos da Eq. 13, obtemos

1=eh=l, (14)

Aplicando o mesmo raciocinio para as demais componen-
tes, leia-se y e z, ficamos com [44]

eikzL — eikyL —_ eik:zL = 1. (15)

Utilizando a relacio de Euler ¢ = cosp + isenyp, a
Eq. 14 pode ser reescrita da seguinte forma

ethel — cos(k, L) + isen(k,L) = 1. (16)

Para que a relacao dada na Eq. 16 seja consistente, k,
deve ser um nimero inteiro miltiplo de 27/ L, pois neste
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caso cos(kzL) = 1 e sen(k,L) = 0, de modo que fica
evidente que tal condigao é imprescindivel para a validade
da Eq. 16, ou seja, temos que [44]

2mmy,
kx = )
L

(17)

onde m, é um numero inteiro. A mesma linha de ra-
ciocinio deve ser empregada para a obtengao das ex-
pressoes para ky, e k,, as quais sdo dadas por [44]

2mm
ky = 17 v (18)
2mm
k,="72=, 19
; (19)

onde m, e m, sao também nimeros inteiros. Tal analise
nos permite concluir que o elétron nao pode assumir va-
lores de k arbitrarios e que o vetor de onda & do elétron
é quantizado [44]. Em outras palavras, como k depende
de Ej e vice-versa, conforme a Eq.7, a energia s6 pode
assumir valores discretos especificos. Assim, podemos di-
zer com tranquilidade que os elétrons tém energia quanti-
zada. Considerando este sistema, podemos calcular gran-
dezas termodinamicas associadas.

No que segue, serd calculada passo a passo a contri-
buigao eletronica para o calor especifico a volume v cons-

tante Cy ¢ [51]
o aUel
Cv,el - ( T )va

onde Ug; se refere a componente eletronica da energia in-
terna, ou seja, a energia interna do gas de elétrons, e T' &
temperatura. Note que a Eq. 20 é obtida considerando as
expressoes diferenciais para as funcoes de estado a v cons-
tante [63]. Quando aumentamos T do gds de elétrons,
a partir de T = 0K, temos que a variagao da energia
interna do gés serd dada por AU, = [U(T) — U(0)].
Conforme discutiremos a seguir, para obtermos U,;, pre-
cisamos considerar as contribuigoes para a energia Fj
seguindo as regras de quantizacao discutidas anterior-
mente, a densidade de estados acessiveis e também a pro-
babilidade de ocupacao de tais estados. Em outras pala-
vras, U.; depende da energia de cada estado, de quantos
estados sdo acessiveis para o elétron e também da pro-
babilidade dos elétrons ocuparem tais niveis de energia.
Podemos entao calcular AU, da seguinte forma [51]

(20)

AU = [W(T) - V(T = 0K)] = [ " BuD(EL) f(By, T)dE

Er
- EyD(Ey)dEy,

] (21)
onde D(FEy) = (dN/dEy)r é a densidade de estados para
uma dada energia, N o ndmero de elétrons e f(Eg,T)
a distribuicdo de Fermi-Dirac. Tal funcao quantifica a
probabilidade dos elétrons ocuparem um dado nivel de
energia associado a FEj em uma certa temperatura 7T,

sendo f(Fg,T) definida como [51]

1
[e(Ek*M)/kBT + 1] ’

f(E,T) = (22)

onde i é o potencial quimico, sendo y = Frem T =0K
[51], EF a energia de Fermi e kp a constante de Boltz-
mann. Note que o primeiro termo do lado direito da
Eq. 21 incorpora a dependéncia da energia interna com a
temperatura em todo o intervalo de energia, sendo gover-
nada por f(Ex,T) [51]. J& o segundo termo do lado di-
reito da Eq. 21 esta associado a contribuigao para a ener-
gia interna dos elétrons em T'= 0K [51]. No que segue,
utilizaremos varios recursos matematicos para a obtengao
de C, ¢ para o gis de Fermi. Inicialmente, convém men-
cionar que podemos calcular N considerando os niveis de
energia acessiveis e como os elétrons os ocupam, ou seja
51]

v- | " D(E) f(By T)dE;. (23)
0

Note que de acordo com a Eq.23, o ntimero de elétrons
é conservado e a ocupacgao dos niveis de energia a uma
dada temperatura é governada por f(Ey,T), conforme a
Eq.22. Neste ponto, uma questao natural surge: qual
o significado fisico do potencial quimico uma vez que N
é conservado? Resposta: p quantifica a variagao de Uy
quando os elétrons se “reorganizam” nos varios niveis de
energia acessiveis, obedecendo os preceitos da Mecéanica
Quéntica, ao variar T' [51]. A introdugao de p estd as-
sociada a descricao de um sistema fisico no corpo do
chamado “Ensemble Grand-Canoénico” da Mecanica Es-
tatistica, o qual incorpora tanto a variagao da energia
quanto do numero de particulas que entram ou saem
do sistema [64]. Porém, conforme mencionado anteri-
ormente, no caso presente N é conservado e, portanto,
estamos descrevendo o géas de elétrons utilizando o en-
semble canénico. Em T = 0K, o nivel maximo de ener-
gia é o nivel de Fermi, sendo f(FEj,T) uma funcao do
tipo degrau para este caso, a ser discutida em detalhes
na Se¢aolIID, e f(Fy < Erp,T =0K) =1 [51], sendo N
neste regime dado por

Er
N = D(Ek)dEk,
0

(24)

justificando assim os limites da integral de 0 até Er na
Eq.24. Igualando as Eqgs. 23 e 24 devido ao fato de que
o numero total de elétrons é conservado e multiplicando
ambos os lados por Er temos

%) Erp
/0 EpD(EQ) (B, T)dEy = [ EpD(Eg)dEy. (25)

0

“Reescrevendo” a integral do lado esquerdo da Eq.25,
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obtemos [51]

Er

/OOO ErD(Ey)f(Ey, T)dE), = EpD(Ey)f(Ey, T)dE,

0
+/ ErD(Ey)f(Ey,T)dE}.

Er
(26)
Reescrevendo também o primeiro termo do lado direito
da Eq. 21, temos

Er
AUel = EkD(Ek)f(Ek7T)dEk
0
LS Ep
+ EyD(Ey)f(Ey,T)dE), — / EyD(Ey)dEy.
Erp 0

(27)
No que segue, empregaremos alguns recursos ma-
temdticos com o intuito de facilitar a solugcao da inte-
gral na Eq.27. Logo, adicionamos e subtraimos o termo

OEF ErD(Ey)dEy no lado direito da Eq.27, de forma
que obtemos a seguinte expressao

Er
AU, = EkD(Ek)f(Ek,T)dEk

0

oo Er
E 0
;F EF
+ EFD<Ek)dEk -
0 0

EpD(Ey)dE),.

(28)
Substituindo a Eq. 25 no dltimo termo do lado direito da
Eq. 28 e fazendo uso da Eq. 26, a Eq. 28 pode ser escrita
como

Er
AU, = EyD(Ey) f(Ey, T)dEy
0
oo Er
+ | EwD(Ek)[f(Ey, T)dEy — EyD(Ey)dE),
Ep 0
EF EF
0 0
— EFD(Ek)f(Ek,T)dEk.
Er
(29)

Agrupando os termos na Fq. 29 cujas integrais possuem
limites de integracao de 0 até Ep, bem como os demais
termos cujos limites de integragao sao de Er até oo, te-
mos

Er
AU = D(Ey)[Exf(Ex,T) — Ex + Ep
0

— Epf(Ey,T)|dEy

+ /OO(Ek — Ep)D(Ey)f(Ex, T)dEx.

Er

Rearranjando os termos do lado direito da Eq. 30

AUy = | ’ D(Ey)|(EF — Ey)

— f(Eg, T)(EF — Ey)|dE),

+ [ " (Bx — Br)D(B) (v T)dEL,
Er

(31)

0 que nos leva a

Er
D(Ey)(Er — Ex)[1 — f(Ey, T)|dE},
: (32)

+ [ " (Bx - Br)D(E) (Ev. T)dEy.
Er

AUy =

Note que o termo [1 — f(E),T)] na primeira integral da
Eq. 32 se refere a probabilidade de um elétron ser re-
movido de um nivel de energia Ej, enquanto o termo
f(Ek, T)D(E)dE}), na segunda integral estd associado ao
numero de elétrons que ocupam estados na faixa de ener-
gia dEj com energia Ej, [51]. Como o dnico termo que
depende de T' na Eq.32 é f(Ey,T), Cy,a é dado por

Of(Ey,T)

a7 dEy.

o0

Cy.el :/0 D(Ey)(Ey — Er) (33)
Perceba que a integral da Eq. 33 incorpora um certo grau
de complexidade matematica, visto que mesmo conhe-
cendo a expressao para D(Ey), a solucdo da integral é
nao-trivial. Ocorre que somente os elétrons prdézrimos ao
nivel de Fermi serao excitados termicamente e entao con-
tribuirao para C, ¢, conforme a discussao na SecaoIID.
Logo, a Eq. 33 se reduz a

Of(Ex,T)

dE}.
oT k

oo
Cyel = D(EF)/ (Ex — Er) (34)
0
O sinal = foi utilizado aqui de forma proposital pois con-
sideramos D(Fy) = D(EFr), o que nos permitiu remover
tal termo da integral na Eq.34. Como estamos consi-
derando o regime kT <« Ep, podemos desconsiderar o

efeito da temperatura em u, de modo que podemos subs-

tituir g por Ep na Eq.22 [51]. Neste contexto, %
é dado por
ofELT) 0 [ 1
oT oT 6“%;;?1?) ‘1 ’
(Ey — Er) [“mr]
- e
=k oF . (35)

kBT2 { [(Ek*EF)} }2
el kBT +1

Empregando a mudanga de varidvel x = (Ey, — Ep)/kpT
e dEy, = kgTdz no calculo da integral da Eq. 34, temos
que para By — o0 = x — oo epara by - 0 =z —
—FEp/kpT. Assim, podemos reescrever a integral dada
na Eq. 34 como

[oe] x
2 €

v,el = 2TDE / T 1\9
Cuer = k" TD(Er) T e +1)2

—Ep/kpT

dx. (36)
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Como estamos considerando o regime kg1 < Ep, o li-
mite inferior da integral na Eq.36 pode ser substituido

por —oo, pois limy_,o(—Er/kpT) = —oo, portanto [51]
9 o 5 ex

Cyet =kp"TD(E ———dx. 37

,el B ( F)/—oox (ez+1)2 x ( )

A integral na Eq. 37 possui um resultado analitico conhe-
cido, sendo dado por [51]

e o] 5 e® 7.1_2
——dr = —. 38
[ w3 (3)
Portanto, C ¢ ¢ dado por
2
9 T
Ov,el = kBTD(EF)i' (39)

3

Esta expressao ainda precisa ser trabalhada para termos
a expressdo final de C, ¢;. Em suma, precisamos calcu-
lar a densidade de estados no nivel de Fermi, ou seja,
D(Er) = (dN/dEF). Para tal, precisamos da expressao
de N(EF), a qual deduziremos no que segue. Com base
na Eq. 8, podemos definir o conceito do volume da esfera
de Fermi vy, dado por

vp = %ﬂ'k‘%,
onde kr é o vetor de onda de Fermi, cujo médulo é o
raio da esfera de Fermi. Além disso, como os valores
de k na esfera de Fermi sdo quantizados em termos de
nimeros inteiros, temos que o menor valor que os mesmos
podem assumir séo m; = my, = m, = 1, conforme as
Eqgs. 17 e 19. Neste contexto, o menor volume dentro da
esfera de Fermi ¢ dado por (27/L)3 [51]. Assim, podemos
determinar o numero total de elétrons que ocupam os
niveis de energia até o nivel de Fermi, da forma

(40)

N (4/3)mk3, Awki  LPkY wkd, 4
=2 (2m/L)® — "38% 372 3m?’ (41)

sendo o fator 2 devido ao fato de que apenas dois elétrons,
com spins opostos, podem ocupar o mesmo nivel de ener-
gia de acordo com o principio da exclusao de Pauli. Re-
escrevendo kr em termos de Er, conforme a Eq. 7, temos

_vkh _ v (2mBp\*” (42)
© 3n2 372 h? '
Derivando a Eq. 42 em relacao a Er, obtemos
N
kp®
—_—
3/2
v [2m 3 3N 3N
D(Ep)=— (=) EFP2E =21 =
(Er) =35 ( h ) BTt 2Ep  2kpTr’
(43)

onde T é a temperatura de Fermi e Erp = kgTr. Subs-
tituindo a Eq. 43 na Eq. 39 e fazendo simplificacoes, C,, ¢
é dado por [51]

2
T
C(vq,el = 7TiZVkBi

5 T (44)

O resultado da Eq.44 nos mostra que para 7' — 0K =
Cy,e1 — 0 e contrasta com a proposta classica de Dulong-
Petit onde o calor especifico é dado por 3Nkg [65], ou
seja, independente de T'. A Eq. 44 pode ser vista como a
“cereja do bolo” para o gis de Fermi. Note que, con-
forme mencionado anteriormente, C, .; refere-se apenas
a contribuicao eletronica para o calor especifico. Ocorre
que em sélidos os dtomos nao sao localizados em posigoes
fixas, mas sim “vibram” coletivamente em torno de suas
posicgoes de equilibrio, sendo tais vibragoes coletivas defi-
nidas como um quantum da energia de vibracao, denomi-
nado fonon [44, 52]. Se considerarmos também a contri-
bui¢ao fonodnica, no regime de 7' muito baixa e também
menor do que a chamada temperatura de Debye [51], a
expressao para C,, é dada por [44]

C, =T + BT°, (45)
onde 7 é o coeficiente de Sommerfeld e § um parametro
que depende da temperatura de Debye do sistema. O pri-
meiro termo do lado direito da Eq. 45 diz respeito a con-
tribuicao eletronica para C,,, conforme a Eq. 44, enquanto
que o segundo termo se refere a contribui¢ao fonodnica.
Considerando o regime no qual o termo 7" é dominante
em relacdo ao termo B712, ficamos com C, = vT, sendo
C, dado pela Eq. 39, de forma que [44]

2
T
v = —D(Ep)kg>.

3 (46)

Substituindo a Eq.41 na Eq.43 e considerando Erp =
kpTr, ficamos com

3
vky

D(EFr) = B2

(47)

Fazendo uso da Eq. 7, a Eq. 47 pode ser reescrita como

vk3 vkpm
D(Er) = = : 48
B CO R
Substituindo a Eq. 48 na Eq. 46, temos
vmk
Y= W;kB? (49)

Como v, k2, kg? e kp sdo constantes, podemos entao
inferir que v  m, ou seja, um aumento em = estd di-
retamente associado a um aumento na massa efetiva do
elétron. Sao reportados na literatura alguns valores obti-
dos empiricamente para 7, como por exemplo, para o Al,
Cu e Fe, temos « igual a 1,35; 0,69 e 4,98 mJmol K2,
respectivamente [51]. Neste contexto, merece destaque o
fato de que uma determinada classe de materiais, os cha-
mados férmions pesados, apresenta valores de + muito
maiores do que o esperado de acordo com o modelo
do gds de Fermi [44, 51]. Um celebrado exemplo é o
férmion pesado supercondutor CeCusSip, para o qual
v =~ 1Jmol™'K~2 [7]. Vale ressaltar neste ponto que o
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entendimento da intricada relacao entre uma massa efe-
tiva cerca de 1.000 vezes maior do que aquela do elétron
livre e o fenémeno de supercondutividade constitui tépico
atual de pesquisa [66]. No que segue, apresentamos uma
breve discussao fisica sobre os modelos do elétron quase
livre e de ligacao forte.

B. Indo além da formulagao de elétrons nao
interagentes: o modelo do elétron quase livre

A discussao apresentada a seguir é baseada nas
Refs. [51, 67]. O modelo do elétron quase livre é apro-
priado para descrever o comportamento de materiais cu-
jos elétrons ainda sao itinerantes mas fracamente pertur-
bados pelo potencial periédico associado ao nicleo dos
dtomos em um sélido [52]. Ocorre que a prépria dis-
tribuigao eletronica destes materiais fornece um modo
de visualizar tal modelo. Tomemos, por exemplo, um
metal alcalino como o Litio, um elemento quimico com
trés elétrons [51]. Com base na distribuicao eletrénica de
Pauli, o Litio tem a configuracao 1s? 2s'. Isso quer dizer
que a primeira camada (1s%) tem dois elétrons enquanto
a segunda (2s') apenas um elétron. De fato, apenas este
elétron da segunda camada é itinerante e pode ser tra-
tado a luz do modelo do elétron quase livre. Por com-
pleteza, convém mencionar que a camada eletronica mais
externa é denominada camada de valéncia. Os elétrons
ocupando camadas mais internas estao mais fortemente
ligados ao nicleo e nao é apropriado descrever seu com-
portamento com o modelo do elétron quase livre. Es-
tes elétrons, juntamente com o nucleo, compoem o cha-
mado core ou “caroco” do dtomo e sao responsaveis pelo
efeito conhecido como screening (blindagem) [45]. Po-
demos entender este efeito em termos de atracao e re-
pulsao de cargas. Sabemos que o nucleo é composto
de protons e néutrons, sendo eletricamente positivo, en-
quanto o elétron possui carga elétrica negativa. Portanto,
o nucleo atrai os elétrons do atomo. Entretanto, se pen-
sarmos no caso do Litio, com seus trés elétrons 1s? 2s',
duas coisas devem ser lembradas: i) a nuvem eletronica
da camada 1s? estd, em média, mais préxima do nicleo,
por isso sofre uma atragdo coulombiana mais intensa; i)
os elétrons da camada 1s2 estdo entre o nticleo e o elétron
da camada 2s'. Desta forma, o elétron 2s' é atraido
pelo ntcleo, mas repelido pelos elétrons da camada 1s2.
Entretanto, o efeito de tal forca repulsiva diminui a in-
teracio entre o elétron na camada 2s! e o niicleo. Este é
o efeito de blindagem que em um sélido pode resultar em
um pequeno potencial periédico elétron-nticleo, tornando
possivel o uso do modelo de elétron quase livre. Essa in-
teragao elétron-nucleo da origem a “faixas” de energia
especificas que o elétron pode ocupar, as chamadas ban-
das de energia [51].

No caso de semicondutores, entre as bandas de energia
acessiveis ao elétron existem as chamadas bandas pro-
ibidas, que nada mais sao que “faixas” de energia nao
acessiveis para o elétron. Essencialmente, este modelo

consiste em considerar a solucao do gés de elétrons e fazer
um célculo de perturbagao nas auto-energias devido ao
potencial nuclear. Detalhes sobre a teoria de perturbacao
s@o descritos, por exemplo, na Ref. [62]. Embora, a pri-
ori, o modelo seja muito simples, excelentes resultados
sao obtidos para os elementos das familias I, 11, II1 e
IV da tabela periddica [44].

C. “Atacando” isolantes elétricos: o modelo da
ligacao forte

Em contraste com o modelo do elétron quase livre, o
modelo da ligagao forte consiste em considerar um po-
tencial de interagao expressivo entre o elétron e nicleo.
Este modelo é aplicavel quando o elétron se encontra em
carater “localizado”, ou seja, fortemente ligado ao nucleo
como é o caso de um isolante elétrico. Antes de discutir-
mos o modelo da ligagao forte, apresentamos uma breve
revisao sobre alguns tépicos relacionados ao tema, como
a notagao de Dirac, o teorema de Bloch e o método da
combinacao linear de orbitais atomicos.

1. Breve discussao sobre a famosa notag¢do de Dirac

Em Mecanica Quantica, utilizando a notagao de Dirac,
os estados de um sistema sao descritos em termos de ve-
tores complexos chamados kets [68, 69], os quais perten-
cem ao chamado espago de Hilbert e sao denotados, por
exemplo, por um auto-vetor genérico |a), onde a pode
estar associado a uma func¢ao de onda, um auto-vetor ou
uma combinagao linear de estados, dependendo do caso
de estudo [70]. Os kets incorporam a informagao fisica
necessaria para se descrever um sistema, podendo repre-
sentar, por exemplo, a projegdo do spin S, como |+) ou
|—) [68]. Por se tratarem de vetores, os kets obedecem
as mesmas regras definidas para vetores no contexto de
algebra linear [71]. Deste modo, podemos escrever um
ket como uma combinagao linear de outros vetores que
sao linearmente independentes entre si [71]

la) = ai|ay) + aslaz) + ... (50)

onde a; sdo nimeros complexos. Assim, podemos repre-
sentar os estados |o;) em termos de vetores coluna da
seguinte forma [68]

1 0 0
0 1 0

ly=ai |9 +az | O+ +an |V, (51)
0 0 1

onde cada matriz coluna estd associada a um estado dis-
tinto no espago de Hilbert. Com base na Eq. 51, se torna
evidente que os kets sao vetores complexos. Desta forma,
podemos definir seu transposto conjugado, os chamados
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bras (a| [68], os quais representam os vetores linha. Po-
demos entao definir a operagao produto interno, a qual é
dada pelo produto entre um bra e um ket [68]

(o) = ajar +asas+...=1, (52)

onde a;* representa o complexo conjugado de a;. E im-
portante ressaltar que («|a) = 1 somente ao considerar
a versao normalizada de |a) [68]. A Eq.52 nos dé o com-
primento, ou seja, a norma, do auto-vetor |@) no espaco
de Hilbert. De maneira analoga, podemos calcular o pro-
duto interno entre dois vetores distintos. Considerando
|B) = b1|B1) + b2|B2)..., sendo b; também nimeros com-
plexos, o produto interno entre |a) e |8) é dado por [68]

(a|B) = alby +ajby + ... . (53)

E importante ressaltar que os vetores que compoem um
espago vetorial, como por exemplo |«a), sdo chamados
de elementos daquele espago vetorial. A denominagao
de um espago vetorial como um espago de Hilbert se
da apenas se tal espaco incorpora a propriedade de que
o produto interno entre seus vetores é sempre positivo,
ou seja, (aja) > 0 [68, 69]. Tal fato estd intimamente
conectado a interpretacao probabilistica da Mecanica
Quantica, sendo a probabilidade sempre positiva [68].
Esta breve discussao sobre a notagao de Dirac serd am-
plamente utilizada na diagonalizagao exata do dimero de
Mott, conforme a Segao ITT A.

2. Sobre o teorema de Bloch: “modulando” a fungdo de
onda plana

Ao analisar uma distribuicao periédica de dtomos em
uma rede cristalina, ou seja, uma distribuigao periédica
de potenciais do tipo Coulomb, Felix Bloch (1905 - 1983)
propos solucoes para a equacao de Schrodinger na pre-
senga de um potencial finito, as quais tem a forma [51]

Yr(F) = g, (e, (54)

onde ug(7) é uma fungao periédica que “modula” a
funcao de onda plana para o elétron, a qual leva em conta
o potencial associado & rede cristalina [51]. Em outras
palavras, ug(7) apresenta a mesma simetria de translacao
da rede cristalina ug(7) = ugp(7+ T), onde T é o vetor
de translagdo da rede cristalina [51]. Em suma, o teo-
rema de Bloch nos diz que mesmo que o elétron “sinta”
um forte potencial atrativo associado & rede, o mesmo
se comporta quase como se nao “enxergasse” os nucleos.
Em outras palavras, os elétrons ainda podem ser descritos
como fungoes de onda plana, mas as mesmas sao modula-
das por ug, conforme a Fig. 2. Neste ponto, vale destacar
uma traducao livre das préprias palavras de Felix Bloch
acerca da génese de seu teorema [52]

“Quando comecei a pensar sobre isso, eu
senti que o maior problema era explicar como

0s elétrons poderiam se esconder de todos
0s ions de um metal para evitarem um li-
vre caminho médio da ordem das distancias
atomicas ... Por meio de uma andlise de
Fourier direta eu encontrei para minha ale-
gria que a onda se diferia da onda plana
dos elétrons livres apenas por uma modula¢do
periodica.”

E importante mencionar que a densidade de probabili-
dade de se encontrar um elétron em uma regiao do espago
é dada por P, = i = |[¢]?, onde ¢} é o complexo
conjugado de 9 que nada mais é do que 1, com o si-
nal da parte imaginaria trocado, a qual deve satisfazer a
chamada condigao de normalizacao [51]

+oo
| tmpar =1, (55)

A Eq.55 nos diz que a probabilidade de se encontrar o
elétron no intervalo de —oco a 400 é igual a 1, ou seja,
temos certeza que iremos encontrar o elétron no espago.
Vale destacar que ao se analisar |¢%|?> no ponto onde a
mesma é maxima para a onda plana, conforme a Fig. 2,
para o caso de uma funcao de onda no contexto do teo-
rema de Bloch ha uma distor¢ao do maximo global que
dé origem a maéximos e minimos locais. Em outras pa-
lavras, a consideragao de u; em 1 afeta diretamente a
densidade de probabilidade associada ao elétron. Vale
ainda ressaltar que 1, deve ser complexa para que P,
(Eq. 55) seja real.

Figura 2. Fungdo de onda v wersus posigio = considerando a
parte real de uma onda plana v, = €** (linha vermelha) e da
mesma distorcida 1, = ugetk® (linha azul) pela consideracdo da
fungdo ug no contexto do teorema de Bloch, a qual depende da
forma de uy.
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8. Um pequeno sumdrio sobre o método da combinagdo
linear de orbitais atomicos (LCAO)

Consideremos uma situagao hipotética, o chamado Ge-
dankenezperiment (do Alemao: “experimento de pensa-
mento”) [72], na qual inicialmente dois dtomos estao iso-
lados, ou seja, separados por uma distancia de modo que
um ‘“nao percebe o outro”. Tais dtomos sao entao tra-
zidos préximos um do outro, de modo que uma sobre-
posicao entre seus respectivos orbitais atomicos entrard
em cena. Convém mencionar que um orbital atomico
pode ser entendido como a regiao do espago ao redor
do nucleo na qual existe uma probabilidade finita do
elétron ser encontrado, analogamente ao mostrado na
SecaoIVI para os orbitais moleculares da molécula de
benzeno. Conforme os dtomos sdo aproximados, ocorre a
sobreposi¢ao dos orbitais atomicos, dando origem a novos
niveis de energia permitidos para os elétrons ocuparem.
Para o calculo desses novos niveis de energia geralmente
empregamos o método da combinagao linear de orbitais
moleculares [do Inglés: Linear Combination of Atomic
Orbitals (LCAO)]. Tal método consiste em expressar a
funcao de onda para orbitais atomicos ¢k, ou seja, o es-
tado de uma tnica particula em termos de uma com-
binagéo linear de orbitais atémicos [51, 73]

o = Z Crjo(F = 13), (56)

J

onde 7 é o vetor posigao do elétron no sitio j, o termo
C; representa uma funcdo do tipo Bloch dada por
Crj = N™V2eR7 [51] e ¢(7 — 7}) o estado fundamen-
tal de um elétron sob a acao de um potencial de um
dtomo isolado [51]. Uma das vantagens de se utilizar o
método de LCAO é que o mesmo permite a inclusao de
todos os elétrons do problema ao longo dos célculos [73].
Apenas para mencionar, existem algumas “variantes” do
método LCAOQO para o calculo das energias do sistema em
anglise, como por exemplo os orbitais do tipo Slater [74—
76], onde a parte radial da fungéo de onda dos elétrons
R, (r) é dada por [73]

R,(r) « P lemCmr (57)

onde r é a posigao espacial do elétron, n e [ o nimero
quantico principal e azimutal, respectivamente, e (,; um
conjunto de base para o sistema [73].

4. Breve discussao sobre o modelo do elétron fortemente
ligado

Com base no que foi discutido sobre a notacao de Di-
rac, teorema de Bloch e LCAQO, fazemos no que segue
uma breve discussao sobre o modelo da ligagao forte. Em
tal modelo, podemos considerar o caso mais simples de
um atomo por célula unitaria e que a “influéncia” de um
atomo no outro é pequena, sendo o estado v de Bloch
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neste caso representado por [51]

—

U = iz Yo espliE - Fn)olr— )y (59)

onde N é o nimero total de &tomos, m um “rétulo” para
cada célula unitaria da rede cristalina e ﬁm um vetor da
rede. A Eq.58 é uma combinagdo linear das fungoes de
onda dos orbitais atomicos em todos os pontos da rede
cristalina, o qual garante a periodicidade da rede crista-
lina. Para encontrarmos a energia, temos que calcular
51]

P Bl (7) = 1 32 S Rl (g, A,

(59)
sendo R, é um vetor da rede que liga um atomo ao seu
vizinho mais préximo. Note que o termo (¢.,|H|¢,,) serd
“grande” se n e m forem os mesmos, mas tal termo sera
dramaticamente reduzido se a separacao entre os sitios
aumentar. Desta forma, se n e m forem primeiros vizi-
nhos podemos escrever

(b H|pm) = —a, (60)
<¢m|ﬁ|¢n> =7 (61)

onde v é a energia de sobreposicao entre os orbitais
atdémicos e v = v* [51]. Note que o sinal negativo nas
Eqgs. 60 e 61 se refere ao fato de que estamos conside-
rando estados ligados ao “trazer” os atomos proximos
entre si para formar um cristal [51]. Note que Se n e m
nao corresponderem a primeiros vizinhos [51]

(bm|H|p) = 0. (62)

Desta forma, assumindo que o centro do referencial se
encontra em m = 0, temos que [51]

—

Ey, = (Y (M| H|yw(F) = —a =~ exp(ik - Ry), (63)

sendo a soma apenas entre vizinhos mais proximos. A
Eq.63 é de suma importancia pois representa a origem
fisica de uma banda de energia [51]. Para uma estrutura
cristalina ciibica simples, os dtomos vizinhos estao em

—

R,, = (£a,0,0);(0,+a,0); (0,0, £a) [51], de forma que

Ei, = —a — ylexp(Likya) + exp(tikya) + exp(Lik.a)l.

(64)
Utilizando a bem conhecida identidade trigonométrica
e + e = 2cosh, temos que a Eq.64 pode ser rees-
crita da forma

Ejp = —a — 2y (coskya + coskya + cosk.a). (65)

Perceba que para valores de ka < 1 = Ej ~ —a —
67 + vk%a® e a massa efetiva do elétron é dada por
m* = h%/2va? de modo que, se a energia de sobreposicao
[do Inglés: overlap] dos orbitais 7 é reduzida, a banda se
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torna mais estreita e a massa efetiva aumenta [51]. Isto
se da pois, quanto maior for o overlap de orbital, mais o
elétron estara “ligado” ao atomo e, consequentemente, é
como se a dificuldade de remover um elétron do dtomo
aumentasse, emulando um aumento de massa. Conforme
previamente mencionado, o modelo da ligagao forte é uti-
lizado para a descrigao de elétrons fortemente ligados ao
ntcleo, ou seja, para isolantes elétricos, e Fj dada pela
Eq. 63 representa a génese de uma banda de energia no
corpo deste modelo [51].

D. Fragmentos sobre a formulacao da teoria do
liquido de Fermi

Motivado pelos avangos recentes de sua época no
campo da Mecanica Quantica e da descrigao de elétrons
em sélidos, como por exemplo o desenvolvimento do gas
de elétrons, Lev Landau (1908 — 1968) buscou gene-
ralizar tais modelos ao incorporar a interacao entre os
elétrons [77]. Seguindo as discussoes apresentadas na
Ref. [78], introduzimos neste ponto uma breve discussao
a respeito do modelo do liquido de Fermi, proposto origi-
nalmente por Landau [77]. Embora o modelo do elétron
livre, discutido na SecaolIl A, considere a simples for-
mulacdo de elétrons ndo interagentes, resultados fasci-
nantes foram obtidos através desse modelo, como por
exemplo a contribuigao eletronica para o calor especifico.
No entanto, de acordo com um de seus trabalhos semi-
nais, Landau afirma que o modelo do gas de elétrons
livres nao descreve totalmente a realidade. Em uma
tradugao livre, Landau diz que [77]

“

O estado da teoria ndo € satisfatdrio,
uma vez que a mesma ndo deiza claro quais
propriedades do modelo do gds correspondem
a realidade e quais sdo intrinsecas de tal gds.

”

Neste contexto, o modelo do liquido de Fermi, também
conhecido como liquido de Landau-Fermi, emerge como
uma teoria em que a interagdo entre elétrons entra em
cena. Consideremos agora que a interacao entre os
elétrons é “ligada” tao lentamente que os auto-estados
que descreviam o sistema sem interagao evoluem para no-
vos auto-estados que incorporam a interacao eletronica.
Assim, a funcdo de distribuigdo dos elétrons deixa de
ser descrita pela distribuicao de Fermi-Dirac, conforme
Eq. 22, e passa a ser representada por uma nova fungao
de distribuigao n,(E,) na formulagéo da teoria do liquido
de Fermi, da forma [78]

1
e(zp’ fpap'énp’)/kBTe(Ep*H)/kBT + 1:| ,

(66)
onde f, s incorpora a interagdo entre elétrons com mo-
mento p e p/, ény = (n, —nd) sendo 1y, e nf a fungao de
distribuicao dos elétrons interagentes e nao interagentes,

respectivamente, conforme a Fig.3. Neste contexto, ao

nP(Ep’ T) =
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“ligarmos” a interagao eletronica lentamente, sera “cri-
ada” uma excitagao chamada quasiparticula, a qual pode
ser definida em termos simples como uma manifestacao
coletiva dos elétrons [78]. Em outras palavras, tal ma-
nifestacao coletiva da origem a uma “particula efetiva”
cujas propriedades, como massa, energia e tempo de vida,
sao modificadas em relacao as do elétron livre. No en-
tanto, devido ao principio da exclusao de Pauli, tal quasi-
particula sé pode existir com momento fora da superficie
de Fermi, pois os estados abaixo da energia de Fermi ja
estao preenchidos [78]. O owverlap entre o elétron livre e a
quasiparticula renormalizada é quantificado pela magni-
tude da descontinuidade Z; na superficie de Fermi, con-
forme a Fig. 3, sendo a formulacao do liquido de Fermi
suprimida no regime de Z; — 0 [80]. Entretanto, exis-
tem casos reportados na literatura de metais interagentes
sem a observacao de quasiparticulas, ou seja, Zz — 0, de
modo que tais casos nao podem ser descritos pela for-
mulagao do liquido de Fermi. Neste caso, tipicos exem-
plos sdo os chamados “metais estranhos” [81], supercon-
dutores de alta temperatura critica [82] e o liquido de
Luttinger em uma dimensao [80]. Ainda, é reportado na
literatura que a formulagao do liquido de Fermi deixa de
ser vélida em sistemas do tipo Kondo que apresentam
considerdveis niveis de desordem [83]. Convém desta-
car que o comportamento do tipo liquido de Fermi de
sistemas de férmions pesados na proximidade de pontos
criticos quanticos é tépico atual de pesquisa [81].

Note que os modelos discutidos nesta Se¢ao nao levam

E/Er
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1,0 *—\ 11,0
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Figura 3. Fungéo distribuicao de Fermi-Dirac f(E,T = 0K) ver-
sus Ey/Ep (eixos direito e superior) (esferas na cor verde), onde
EF é a energia de Fermi [79]. A fungao da distribuigdo de probabi-
lidade de ocupagéo dos elétrons (esferas na cor roxa) na formulagao
do liquido de Fermi np(Ep, T = 0K) versus p/pr (eixos esquerdo
e inferior) para T'= 0 K também é mostrada, onde p é o momento,
pr o0 momento de Fermi e Z; o tamanho da descontinuidade em
p = pr [80]. As linhas tracejadas conectando as esferas na cor roxa
representam a interagao eletronica f), ,» na formulagao do liquido
de Fermi.
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em consideracao a forte interacao eletronica, o que é im-
prescindivel para se capturar, por exemplo, a transigao
metal-isolante de Mott. Para uma descrigao apropriada
de tal transicao, é necesséaria a utilizagao do modelo de
Hubbard, o qual sera discutido em detalhes no que segue.

III. ISOLANTES CORRELACIONADOS: A FASE
ISOLANTE DE MOTT E O MODELO DE
HUBBARD

Conforme visto anteriormente, as primeiras for-
mulagoes tedricas para a descrigao dos elétrons em sélidos
consideravam um acoplamento fraco ou mesmo elétrons
ndo interagentes [51]. Neste contexto, abordagens bem
sucedidas foram publicadas no final da década de 1920
[84-86]. No entanto, em 1937 de Boer (1899 — 1971) e
Verwey (1905 — 1981) reportaram que alguns sélidos,
proeminente exemplo sendo o 6xido de Nidbio (NiO),
apresentavam um comportamento isolante que nao era
explicado pela chamada teoria de bandas [87]. Neste con-
texto, visando explicar a nova classe de materiais isolan-
tes, Nevill Francis Mott (1905 — 1996) e Rudolf Peierls
(1907 — 1995) surgem para explicar esta fase [88]. Em
uma tradugao livre, Mott ¢ Peierls afirmam que [88]:

“

E bem possivel que a interagao ele-
trostdtica entre os elétrons os impeca de se
mover de forma alguma. FEm baizas tempe-
raturas, a maioria dos elétrons estd em seus
devidos lugares nos ions. ...”

Em outras palavras, motivados pelos avangos que vinham
acontecendo no campo da Mecénica Quantica e na des-
coberta de novas classes de materiais, Mott e Peierls fo-
ram inspirados a buscar uma nova teoria que explicasse
tais comportamentos fisicos. Em linguagem simples, a
alteracao das propriedades fisicas de um material ao se
variar um parametro de controle como 71" ou P é deno-
minada transigao de fase [89]. Existem transigoes de fase
que podem ser observadas no nosso dia a dia, como exem-
plo mais comum a transi¢ao liquido-sélido da agua que
ocorre a 0°C sob uma atmosfera de pressdo (atm) ao
nivel do mar [90]. Um outro exemplo de transigao de fase
mais complexa, é a chamada transicao metal-isolante de
Mott, a qual pode ser obtida ao se variar T ou P, le-
vando a uma competicao entre duas escalas de energia,
leia-se a energia cinética dos elétrons, da ordem da lar-
gura de banda W, que se traduz na probabilidade do
elétron “saltar” de um sitio para o outro e a energia de
correlagao eletronica, que obriga os elétrons a “pagarem”
uma energia de repulsao eletronica U para ocuparem um
sitio onde jé existe outro elétron. Sob tais condigoes, se
torna energeticamente favoravel para os elétrons se lo-
calizarem, dando origem a uma fase isolante, conforme
a Fig.4. Prevista teoricamente pelo fisico britanico Sir
Nevil Mott, a fase isolante de Mott se estabelece devido
a forte correlacao eletronica [91]. Portanto, é necessério
um modelo que leve em conta a interagao elétron-elétron
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b)

Isolante : g ; e

Figura 4. Rede cristalogréfica hipotética em duas dimensdes onde
as setas na cor azul indicam os spins dos elétrons e as esferas na cor
vermelha os fons da rede. Ocupacdo dupla e simples sao indicadas.
a) Elétrons itinerantes dao origem ao comportamento metdlico. A
repulsdo coulombiana U entre elétrons no mesmo sitio também é
indicada. Os eixos a* e b* representam os vetores da rede crista-
lina. O quadrildtero destacado em azul representa a célula unitédria
desta rede cristalogréfica hipotética. (b) Fase isolante de Mott an-
tiferromagnética. Figura baseada na Ref. [93]. Detalhes no texto
principal.

pois, em sistemas eletronicos fortemente correlacionados,
tal interacao é comparavel ou dominante sobre a energia
cinética e para isso o modelo de Hubbard é utilizado para
descrever a fase isolante originada pela forte correlagao
eletronica [13, 92]. Neste ponto, seguindo discussoes an-
teriores, a correlagao eletronica pode ser definida como a
interacao entre os elétrons que, se for intensa o suficiente,
pode dar origem a manifestagoes exdticas da matéria e
que necessitam de modelos tedricos mais sofisticados para
uma descri¢ao apropriada. Uma descrigao tedrica apro-
priada dos sistemas eletronicos fortemente correlaciona-
dos levando em conta todas as interacoes presentes con-
siste em um desafio na pesquisa atual.

Visando evidenciar a complexidade envolvida no tra-
tamento fisico-matematico de sistemas onde as diver-
sas interagoes presentes no sistema sao consideradas,
convém analisar o chamado operador Hamiltoniano nao-
relativistico para a Fisica do Estado Sélido [94]. Em tal
formulacao, considera-se todos os ntcleos com nimero
atomico Z, e massas M, ocupando posicoes I_%n (n =
1, ..., N), onde N é o numero total de nicleos, com
uma dada energia cinética e a interagao eletrostatica
nicleo-nicleo, sendo nao despreziveis. Ainda, sdo con-
siderados elétrons com uma dada energia cinética e a
interacao elétron-elétron, assumindo um vetor posicao
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para os elétrons 7 (i = 1, ..., N.). Considerando a
interagao entre elétrons e relembrando o operador mo-
mento p = —ihd/(d7) e P* = —ihd/(OR) para elétrons e
ntcleos, respectivamente, o Hamiltoniano da Fisica do

Estado Sdélido, no sistema de unidades Gaussianas, é
dado por [94]

N 5o 2 N Ne o
2 € Zan p
H: n_i_i — 7
2, 2%_11%—% e
(67)
= D w ap
+— —_— -
2i;£j=1| 77ﬁ3| n=1i= 1|Rn*7’1|

O significado fisico de cada termo do lado direito da
Eq.67 é dado por

e 0 primeiro termo estd associado a energia cinética
dos niicleos atdomicos (Ty+);

e 0 segundo termo estd associado a interagao entre
nucleos (Va«_n=);

e 0 terceiro termo estd associado a energia cinética
dos elétrons (T¢) em torno dos nicleos;

e 0 quarto termo leva em conta a interacao entre
elétrons (V._.), ou seja, a correlacdo eletrdnica;

e 0 ultimo termo se relaciona a interacao entre
elétrons e nicleos (Ve_n+).

Convém destacar que a nomenclatura T+, Vy«_nx, Te,
Ve_e € Vo_ N+ nao aparece explicitamente no Hamiltoni-
ano. Tais termos sao usados aqui para um melhor en-
tendimento do significado fisico de cada termo presente
no Hamiltoniano (Eq.67). O Hamiltoniano dado pela
Eq.67 descreve um sistema quantico de muitos corpos
mas, devido & sua complexidade, o mesmo nao pode ser
diagonalizado exatamente, sendo necesséria a utilizacao
de aproximagoes, conforme discutido elegantemente e em
detalhes na Ref. [94]. Note que o Hamiltoniano, Eq. 67, j&
é extremamente complexo mesmo sem levar em conta o
acoplamento spin-érbita, interacoes dipolo-dipolo e efei-
tos gravitacionais.

Contrastando com a complexidade do Hamiltoniano
dado pela Eq.67, o tratamento tedrico de maior su-
cesso desenvolvido para descrever efeitos de correlagao
eletronica foi introduzido por John Hubbard (1931 —
1980), cujo Hamiltoniano proposto leva seu nome [14].
O Hamiltoniano de Hubbard ¢é dado por [14]

Z t”awajg + Z Uhiipfiiy, (68)

1,J,0

onde os indices 7 e j representam os sitios da rede crista-
lina, ou seja, o somatério Z” contempla todos os sitios
da rede cristalina, t;; o termo de transferéncia (hopping)
de elétrons do sitio j para o sitio ¢ da rede, aZTU é o ope-
rador criagao, o qual cria um elétron no sitio ¢ com a
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Figura 5. Representacao esquemdtica do modelo de Hubbard
unidimensional dimerizado, conforme a Eq. 69, onde cada par de
atomos (esferas azuis) denota um dimero. Os termos de hopping
intra-dimeros t1 e inter-dimeros t2, bem como os termos de repulsao
coulombiana intra-sitio U e inter-sitio V' também sdo mostrados.

projecao do spin no eixo-z sendo representada por o € a;,
é o correspondente operador aniquilagao, o qual destréi
um elétron no sitio j com a mesma projecao do spin o.
Os termos 744+ e 7, se referem aos chamados number
operators (operadores nimero) para spin-up e down, res-
pectivamente, ou seja, fi;; = azgaw [70]. O sinal negativo
no primeiro termo do lado direito da Eq.68 se deve ao
fato de que os elétrons de condugao tendem a diminuir a
energia total do sistema [95].

Do ponto de vista histérico, é interessante observar
que na Ref.[14], Hubbard néo menciona conhecimento
da transicao de Mott e nao cita o trabalho original de
Mott de 1949. Somente em trabalho posterior, conhe-
cido na literatura como Hubbard III, é que Hubbard
foi capaz de obter uma aproximagao que contemplava
a transicao de Mott, naturalmente citando o trabalho
de Mott pela primeira vez [96]. A série dos seis traba-
lhos de Hubbard pode ser encontrada nas Refs. [14, 96—
100]. Vale ressaltar neste ponto que o modelo de Hubbard
tem sido amplamente discutido na literatura, conforme as
Refs. [101], [102] e [103] e aquelas ali citadas. Para sis-
temas eletronicos no qual a repulsao coulombiana entre
sitios V' (inter-site) nao é desprezivel, o modelo de Hub-
bard dimerizado em uma dimensao tem sido empregado
com sucesso, conforme a Fig. 5. Neste caso, o Hamiltoni-
ano ¢ dado por [104]

H = tl Z (alaai_,_lg +HC)

i par, o

+t2 Z (a;roai_HU +HC)

i{mpar, o

+U Z NipNg) + \%4 Z i MNi41, (69)

onde t; e to sao, respectivamente, as integrais de trans-
feréncia intra- e inter-dimeros. Note que o termo H.c.
representa o chamado Hermitiano conjugado [70], a ser
discutido na SegaoIITA1l. O Hamiltoniano dado pela
Eq.69 é o chamado modelo de Hubbard estendido para
uma cadeia dimerizada. Conforme mencionado anterior-
mente, este Hamiltoniano tem sido empregado com su-
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cesso na descrigao das propriedades eletronicas de diver-
sos sistemas eletronicos fortemente correlacionados. Em
particular, o mesmo tem sido utilizado na descricao da
fase de carga ordenada de vérios sistemas, onde a re-
pulsao coulombiana inter-site tem um papel importante
[15, 104].

No que segue apresentamos os conceitos e procedimen-
tos basicos de diagonalizagao do modelo de Hubbard para
o dimero de Mott.

A. Diagonalizacao exata do modelo de Hubbard:
um trabalho de “resiliéncia” fisico-matematica

Podemos dizer que o processo de diagonalizagao do mo-
delo de Hubbard, mesmo para o caso do chamado dimero
de Mott (considerado o caso mais simples de aplicagao),
a ser discutido em detalhes nesta Secao, nos exige um
certo grau de “resiliéncia” fisico-matemaética. Isto em
parte pelo fato de utilizarmos a notagao de segunda quan-
tizagao (que pode ser vista, a priori, como nao-intuitiva),
além de aplicarmos vérios teoremas e regras da Mecanica
Quaéntica [52]. No que segue, revisitamos alguns concei-
tos relevantes da Mecanica Quéntica para este trabalho.
Na notagao matricial da Mecanica Quéantica, para se de-
terminar as chamadas auto-energias (ou energias permiti-
das para as particulas) é necessério diagonalizar a matriz
que representa o Hamiltoniano. Em fisica de muitos cor-
pos, a auto-energia é um conceito central que descreve
os efeitos das interagoes sobre uma particula em um sis-
tema quantico, incorporando o “revestimento” causado
pelas interagoes na descricao das quasiparticulas. For-
malmente, a auto-energia é definida no contexto de teoria
de perturbagao de muitos corpos por meio das equagoes
de Hedin e da equacao de Dyson, que conectam a fungao
de Green nao interagente a fungao de Green interagente
[105]. Diagonalizar significa tornar todos os elementos
da matriz iguais a zero, exceto os elementos da diago-
nal principal. Tendo especificado um conjunto de auto-
estados |¢;) que descreve nosso sistema, podemos repre-
sentar o Hamiltoniano em sua forma matricial da seguinte
maneira [68]

(@1|H|d1) (61]H]p2)
H = | (02|H|p1) (p2|H[¢2) ---|. (70)

O processo de diagonalizagao da matriz Hamiltoniana
é realizado através de operagoes efetuadas entre as li-
nhas da matriz e é analogo a resolver um sistema de
equacoes. Essencialmente, trata-se de um problema
tipico de algebra linear [106]. Para matrizes como a
do Hamiltoniano de Hubbard, o processo é um pouco
mais sofisticado devido & influéncia expressiva do tama-
nho da rede no niimero de estados possiveis. Em uma
rede com N sitios, o nimero de configuragoes possiveis
do sistema é dado por 4V, visto que as quatro possibi-
lidades por sitio sao: vazio, up, down e ocupacgao dupla
[107]. O ntmero tipico de sitios em uma rede cristalina
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real é da ordem do numero de Avogadro. Ocorre que
mesmo os recursos computacionais modernos nao permi-
tem calculos com uma rede desta proporc¢ao levando em
consideracao as tipicas interacbes em soélidos, conforme
discutido anteriormente. O que geralmente é feito é re-
duzir o nimero de sitios da rede cirstalina para uma cen-
tena, ou algumas dezenas. Usando 10 sitios, por exemplo,
uma matriz de ordem 4'9 = 1.048.576, ou seja, 1.048.576
linhas e 1.048.576 colunas, deve ser diagonalizada, o que
é um numero “grande”, mesmo para 0s supercomputa-
dores atualmente disponiveis, tornando necessario o uso
de métodos numéricos aproximativos [108].

E muito importante durante o processo de diagona-
lizagao encontrar grandezas fisicas que se conservem, pois
estas apresentam operadores que comutam com o Hamil-
toniano. Isso equivale a dizer que um auto-estado do
Hamiltoniano também serd auto-estado destas grande-
zas. Muitos modelos de diagonalizagao propoem a con-
servagao de spin total (S?), do spin na diregao z (S,) e
da carga total. Para sistemas com spin S = %, é usual
tomar uma base simples, onde o spin para baixo é re-
presentado computacionalmente por “0” e o spin para
cima é representado por “1”. Desta forma, através de
uma série de transformacoes matematicas é possivel es-
crever um estado como uma combinagdo binéria (de 0
e 1) que representa todos os estados de spin do sistema
e que, quando inserido em um Hamiltoniano diagonali-
zado, fornece valores das auto-energias nesta nova base.
Antes de avancarmos para a diagonalizagdo em si, vamos
realizar uma breve revisao sobre a segunda quantizagao
com o intuito de que a discussao sobre o Hamiltoniano
de Hubbard seja compreensiva.

1. Introduzindo os famosos operadores criag¢do e destruicao

Inicialmente, é conveniente discutirmos a origem fisica
e histérica dos operadores “criagao” e “destrui¢ao”. Com
o surgimento da Mecanica Quantica, o entendimento de
que particulas se comportavam exclusivamente como en-
tidades corpusculares, foi colocado em cheque visto que
as mesmas poderiam também se comportar como ondas
e serem descritas pela famosa equagao de Schrodinger
(Eq.1). Essa ideia ficou conhecida como primeira quan-
tizacao. No entanto, algumas excitagoes em um dado
meio poderiam também assumir o carater de particula.
A ideia de que excitagoes que sdo descritas por ondas po-
derem se comportar como particulas é conhecida como
segunda quantizacao [109]. Para discutirmos apropriada-
mente a origem fisica-matematica dos operadores de se-
gunda quantizagao, comecamos relembrando o operador
Hamiltoniano para sistemas quanticos sob a influéncia de
um potencial harmonico, ou seja, U* = KTx? [109, 110],
onde & é o operador posicdo da particula e K = mw?
emula a constante eldstica, onde w é a frequéncia. Para
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este caso, o Hamiltoniano é dado por [109, 110]

2 2422
- D mwe
H=— 71
2m + 2 (71)
Os auto-valores da Eq. 71 sao da forma
1
En = hw <TL + 2> s (72)

onde n é um numero quantico que representa o nivel de
energia. Note que mesmo para n = 0, temos uma ener-
gia finita, a qual é chamada energia de ponto zero [109].
Neste contexto, para que possamos excitar uma particula
para um nivel mais energético, precisamos fornecer uma
quantidade fixa de energia fiw. Podemos reescrever o ope-
rador Hamiltoniano da Eq.71 em termos de dois novos
operadores, os quais sao dados por [109]

a:@<£+iﬁu>, (73)
al = \/”27;’ (x - anw) . (74)

Os operadores das Eqs.73 e 74 sao os chamados ope-
radores “destruicao” e ‘“criacao”, respectivamente. A
Eq. 72 refere-se ao caso do oscilador harmoénico quantico,
o qual segue as mesmas regras de comutagao de particulas
bosonicas, ou seja, particulas que apresentam o spin
sendo um mdultiplo inteiro de A. Neste ponto, conside-
rando as Eqgs. 73 e 74, podemos calcular o comutador de
a e al, o qual é dado por [109]

la,a'] = aa’ —a'a (75)
Vo ()] [V - 2)
VS G W k)]

o que resulta em [109]

mw (A T
[a,al] = oh <_mw [, p] + oo (b, x]) : (76)
Como [z,p] = ih e [p, &] = —ih [62], temos que
mome (b Ry
[a,al] 5T (mw + o L. (77)

Portanto, para o caso de particulas bosénicas, temos que
[a,aT] =1 [109]. Em outras palavras, os operadores a
e a' ndo comutam para o caso do oscilador harménico
quantico o que equivale a dizer que a ordem de aplicacao
dos mesmos em um determinado estado é relevante para
a obtencao do resultado final.

Podemos agora estender esses conceitos para o caso
da criagao e destruicao de uma particula, possuindo
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as préprias regras algébricas dependendo do spin da
particula, as quais serdo discutidas no que segue. A dis-
cussao apresentada a seguir é baseada nas Refs. [70, 111].
Sugerimos adicionalmente a leitura da Secao 23.3 da
Ref. [52] visando complementar as discussoes aqui apre-
sentadas. Ao lidar com férmions, devemos sempre ter em
mente o principio da exclusao de Pauli, que diz que dois
férmions nao podem ocupar o mesmo estado quantico
[62]. Assim, um orbital eletrénico pode ser ocupado ou
por um ou nenhum férmion, sendo descrito por |1) e
|0), respectivamente. Definimos uma base ortonormal
genérica |uq) = |u;, uj, ug, uy, ...), onde u, representa a
ocupagao dos estados i, j, k, [, .... Para o caso de bésons,
a ocupacao dos estados nao se restringe a apenas estados
ocupados ou desocupados, podendo haver um nimero ar-
bitrario de particulas ocupando o mesmo estado. Antes
de avangarmos, vale ressaltar que a notacao em termos
de |uq) = |u;, uj, ug, uy, ...) é utilizada na Ref. [70] para o
tratamento de férmions e bésons. Por conveniéncia aqui
faremos uso da mesma notagao. Neste contexto, introdu-
zimos o operador criacao para férmions aZT, que ao atuar
sobre um conjunto de estados |u,) cria uma particula no
estado ¢, caso o mesmo esteja originalmente desocupado,
considerando que os estados 7, k, [ estao ocupados, sendo
tal processo descrito matematicamente por [70]

az|uj,uk,ul,...> = |, Uj, Uk, Ug, o.n) (78)

A agéo do operador aj em |u;, Uj, U, Uy, ...) s6 foi possivel
pois o estado ¢ estava desocupado. Vale ressaltar que o
operador alT atua apenas no estado i, deixando os demais
estados inalterados. Caso o estado ja estivesse ocupado,
teriamos que

aj|ui,uj,uk,ul,...> =0, (79)

ou seja, como nao foi possivel criar uma particula no
estado 7, pois o mesmo ja estava ocupado, a operacao
resulta no valor 0. A priori, esta operacao é contra-
intuitiva visto que os estados j, k, [ também estao ocupa-
dos antes da atuagao do operador az. Note que o resul-
tado da Eq.79 ser zero nao implica que os estados j, k,
[ ficarao descoupados apés a referida operacao. A Eq.79
nos indica apenas que nao é possivel criar uma particula
no estado ¢, uma vez que o mesmo ja esta ocupado, man-
tendo a ocupagao dos outros estados inalterada. Defi-
nimos agora o conjugado Hermitiano de a;r, ou seja, o
operador que é ao mesmo tempo o complexo conjugado
e o transposto de a}, o chamado operador aniquilacao ou
destruicao a;, que ao atuar sobre um conjunto de esta-
dos |ug), aniquila o férmion que previamente ocupava o
estado |u;), ou seja

a;|u;, wj, Uk, Uy, ...

) = luj, uk, u, ... (80)

Analogamente a Eq. 79, se aplicarmos a; em um estado i
nao ocupado, temos que

a;|u;, ug, ug, ...) = 0. (81)
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Se aplicarmos de maneira sucessiva as Eqgs. 78 e 80, o es-
tado i) permanecerd inalterado caso esteja originalmente
desocupado. Aqui, relembramos o operador nimero
Nig = algaw que, ao aplicarmos em um estado i, compu-
taremos o auto-valor desse operador, que para o caso do
estado ocupado é 1 e para o desocupado é 0. Os operado-
res a; e aZT» obedecem algumas relagoes de comutagao, que
para o caso de férmions sao chamadas de relacgoes de anti-
comutacao. Ao criar dois estados, |u;) e |u;), através da
acao dos operadores criagao, temos que os auto-valores
desses operadores nao serao zero quando esses estados
estiverem inicialmente desocupados, portanto

aja}\uk,ul,...> = |u;, uj, u, uy, ...). (82)

E necessario que o estado no qual o operador ird atuar
seja adjacente ao operador. Caso nao seja, utilizamos a
seguinte propriedade [62]

aia}|ui,ul7...> = a;|u;, u,uy, ... (83)
) = —|uj,u, ... (84)

Para trocarmos a ordem com que os estados aparecem,
devemos adicionar um sinal negativo devido ao fato de
que a funcdo de onda para férmions é antissimétrica.
Isso ocorre pois, se considerarmos dois spins-up em um
mesmo sitio, a fungao de onda total deve ser a soma das
funcoes de onda de cada spin, sendo as mesmas mas com
sinal trocado. Tal propriedade garante que neste caso
a funcdo de onda total se anule, ou seja, a probabili-
dade de se encontrar dois spins-up no mesmo sitio é zero.
Portanto, o fato da fungao de onda de férmions ser anti-
simétrica estd relacionado com o fato de que dois férmions
idénticos nao podem ocupar o mesmo estado quantico,
conforme estabelecido pelo principio da exclusao de Pauli
[61]. Assim, temos que [62]

= —ai|Ui,Uj,'LLl,

[, i, wg, gy ) = —|wg, wy, Uk, Uy, ... (85)

Portanto, a ordem que aplicamos os operadores interfere
no resultado final, ou seja [70]

aia;{ = —a;ai. (86)

Vale ressaltar que a Eq. 86 é aplicavel apenas para o caso
em que i # j. Assim, podemos definir uma relagao de
anticomutagao dada por

[A,B] = AB + BA, (87)

onde A e B sao dois operadores quaisquer. Substituindo
os operadores a; e a} na Eq. 87 obtemos

[a;, a;] = aia; + a;r»ai =0. (88)
O mesmo vale ao trocar a ordem de aplicacao dos opera-
dores, leia-se

f
j?

[al,a;] = a}ai + aia;» =0. (89)
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Novamente, analogo a Eq.86, as Eqgs.88 e 89 também
s6 valem para o caso i # j. Analisemos agora [ai,a;]
visando demonstrar que o mesmo € igual a 0, conforme
a Eq. 88. Para isso, aplicaremos os operadores a; e a; no

estado |u;, uy, ...) e, portanto, temos

aia;-|ui,ul, ) = agug, ug, U, ),
= 7&¢‘U¢,Uj,ul, >,

= _|ujaula'~'>- (90)

Note que na Eq.90 foi necessirio considerar um sinal
negativo, conforme a Eq.85, pois o estado adjacente ao

operador deve ser o mesmo. Aplicando agora aT-al- no

J

mesmo conjunto hipotético de estados |u;, ug, ...}, temos
que
a}ai|ui,ul, ) = a;|ul, )
= |uj, u,...). (91)
Somando as Eqs. 90 e 91
(aia;- + a}ai)|ui,ul, ) = —luj,ug, )+ ug, g, ) =0,
(92)

demonstrando assim a Eq.88. Para o caso em que ¢ =
j, ao aplicar os operadores a; e alT no referido estado
hipotético obtemos

aia;r|ui,ul, ) =0. (93)

Perceba que a Eq. 93 nos indica que nao é possivel criar
um estado que ja existe. Invertendo agora a ordem de
aplicacao dos operadores a; e al

%

a;.rai|ui7ul7 ) = a;(|ul, )

= |u;, ug, ...). (94)
Podemos entao escrever
(aiaj + alai)|ui7ul, w) =0+ |ug, ugy o) = |ug, ug, o).
(95)
Portanto, temos que
lai,af] = (aia] + afa;) = 1, (96)

ou seja, o numero 1 indica que o estado fica inalterado
apés a aplicagao dos operadores a;.r e a;, conforme a Eq. 95
[70]. Assim, o anticomutador dos operadores a; e aI pode
ser generalizado da seguinte maneira [70]

lai, al] = dij, (97)
onde d;; é conhecido como delta de Kronecker, sendo
0ij = 0 para i # j e 0;; = 1 para i = j, genera-
lizando assim os resultados obtidos. A interpretacao
fisica por detrds desse resultado é: se estamos tratando
de estados distintos, ou seja, i # j, os operadores a;
e a;{ anticomutam e portanto podemos aplicd-los nos
estados que compde nosso conjunto de base em qual-
quer ordem sem alteracao do resultado final, ou seja, a
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Figura 6. Representagdo esquemética de uma molécula de Hi-
drogénio (Hz), com um elétron em cada orbital s. As esferas azuis
representam o nicleo do 4tomo de Hidrogénio, as linhas tracejadas
o orbital s e os pontos em vermelho indicam os elétrons com fungoes
de onda [9);) e [¢;). O cilindro na cor cinza representa a ligagao
quimica do tipo covalente entre os dois a&tomos de Hidrogénio.

criagdo/destruigao de um férmion em um estado i nao in-
terfere na criagio/destruicao de outro férmion em um es-
tado 7. Contudo, quando estamos lidando com o mesmo
estado (i = j), os operadores a; e a:f deixam de comuta-
rem entre si e assim a ordem de aplicagao dos operadores
interfere no resultado final. Isto ocorre devido ao fato de
que estamos lidando com férmions e portanto o principio
de exclusio de Pauli deve ser respeitado [68].
Avancando agora para a diagonalizagao do Hamiltoni-
ano de Hubbard, vale mencionar que uma discussao sobre
tal diagonalizacdo foi reportada nas Refs. [52, 112-114].
Contudo, o objetivo deste trabalho é realizar tal diago-
nalizagao passo a passo e de forma pedagdgica, visando
proporcionar ao leitor/leitora um entendimento fisico e
matematico sobre o tema. Para tal, analisamos o caso
mais simples que se refere a dois sitios, o chamado dimero
de Mott, o qual apresenta no total 16 auto estados se
considerarmos 0, 1, 2, 3 ou 4 elétrons [115]. No que se-
gue sera analisado o caso que descreve dois elétrons e
dois sitios totalizando 6 configuragoes de spins (auto es-
tados) distintas, conforme a Tabelal. Um sistema desse
tipo pode ser considerado como uma boa aproximacao
para aplicacao em sistemas reais, como, por exemplo,
uma molécula de Hidrogénio (Hs), onde cada dtomo pos-
sui apenas um elétron em seu orbital s [52], conforme a
Fig. 6. As possiveis configuragoes de spin e seus respecti-
vos auto-vetores sao mostradas na Tabela I, bem como a
representagao esquematica associada a cada estado, con-
forme a Fig.7. Considerando a projecao .S, do spin no

sitio i|sitio j|vetores de base
Tt [Ia= a;ajﬁ\w

1 4 |B) = a;&'}a%\t‘())

0 4 |C) = a?aJT-¢|0>

4 T |ID) = a@aﬂ‘m
T4 | - [1B) =adlal|0)
- Tl |IF) = a;Ta}J,‘())

Tabela I. Representagao das possiveis configuragoes que o sistema
dado por dois elétrons e dois sitios pode assumir. As setas para
cima indicam spin-up, ja as setas para baixo indicam spin-down.
Sao definidos seis auto-vetores em termos do estado vazio (vécuo)
|0), que vao de A a F. A presente tabela é baseada na Ref. [112].
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eixo-z, podemos reescrever os estados dados apresenta-
dos na Tabelal como combinagoes lineares na seguinte
forma

1) =14) = alal,]0),

2) =1B) GLGLIO%

[ws) = Z5(1C) = D)) = Z5(al,al, —af al)))0),

[a) = Z5(E) - |F) = J5(alal, —alial )]0),

[vs) = %(|C> +|D)) = %(GITCLL + CLL@;T)|O>’

[we) = 5(B)+|F)) = J5(akal, + alial))]0).
(98)

Ainda, vale ressaltar que ao escrevermos os estados como
combinagoes lineares entre si levando em conta S, esta-
remos diagonalizando simultaneamente as matrizes asso-
ciadas ao operador Hamiltoniano dado na Eq.68 e a S,
[117]. Note que os auto-vetores |i3) e |t5) representam
a superposigao entre as configuragoes de spin ¢) e d) na
Fig. 7, da mesma forma que |14) € |1)g) denotam a super-
posicao entre as configuracoes de spin e) e f) [52, 112],
conforme destacado pelos retangulos de diferentes cores
na Fig. 7. Analisando os auto-estados |1);) mostrados no
sistema de Eqgs. 98, com ¢ = 3,4, 5,6, podem ser expressos
em termos de suas combinacoes lineares por se tratarem
de superposigoes de outros estados, dado que a super-
posicao entre dois estados genéricos pode ser expressa
por

[¥) = ala) + B|b), (99)
onde « e 8 obedecem a seguinte regra de normalizacao
o +18° =1, (100)

sendo |a|? e |B]? as probabilidades de se medir o sistema
nos estados |a) e |b), respectivamente. Como no caso
analisado os estados sdo igualmente provaveis, |a|? =
|3]2, temos que

a2 +laf =1 = |ao| = (101)

1
V2
justificando, portanto, o fator % multiplicando a super-
posicao dos estados |C) e |D) em [|¢3) e |1)5), bem como
|E) e |F) em |1)4) e |tbg), conforme 98. Por simplicidade,
é conveniente reescrever o Hamiltoniano da Eq. 68 da se-
guinte maneira [52]

H = H, + He, (102)
onde Hj, refere-se ao termo de hopping, ou seja, a contri-
buigao da energia cinética dos elétrons ao Hamiltoniano
de Hubbard, e H¢ refere-se a contribuicao associada a re-
puls@o coulombiana entre elétrons no mesmo sitio. Como
estamos lidando com apenas dois sitios, podemos “abrir”
0s somatorios presentes na Eq. 68 referentes ao sitios da
rede em apenas dois termos, portanto, o Hamiltoniano
dado pela Eq. 102 pode ser reescrito como [112]

H= —tZ(a;raajg—l—ajgaw)+U(’fli1~’fbi¢+ﬁj¢ﬁj¢). (103)
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a) b) c)
[4) B) 1©)

d) e) f)
\D) E) IF)

Figura 7. Representagao esquemadtica das possiveis configuragoes da proje¢ao no eixo-z do spin dos elétrons em cada sitio em um dimero
de Mott, conforme a Tabelal. Em a) cada elétron com spin-up ocupa um sitio. Em b) uma situagdo similar ao caso a) mas com as diregoes
dos spins trocadas. Em c) cada elétron ocupa um sitio, mas um deles apresenta spin-up e o outro spin-down. Em d) uma situacdo andloga
a c¢) é representada mas com os sitios trocados. Em e) existem dois elétrons ocupando o mesmo sitio e finalmente em f) os elétrons também
ocupam duplamente um sitio, sendo um estado equivalente daquele mostrado em e). A falta de alinhamento perfeito entre os spins é dada
via argumentos de Mecénica Quéantica relacionados ao principio da incerteza de Heisenberg, conforme a Ref. [116].

Assim, ficamos apenas com o somatério referente a o,
visto que ja englobamos os dois sitios do dimero. Como
Ny = a;pQit, podemos reescrever o Hamiltoniano da
Eq. 103 da seguinte maneira

H=—t (a;raaja + aT-Jaw)
Z ; o

+U(a Taﬁalau +a TaJTaTiaN)

Agora, iniciaremos o processo para encontrar as auto-
energias do dimero de Mott para o estado fundamental,
ou seja, aquele de menor energia. Para tal, vamos aplicar
o operador Hamiltoniano dado pela Eq. 104 para todos
os auto-estados do sistema, conforme 98. Ao aplicar o
operador Hamiltoniano, o resultado serd a auto-energia
do estado considerado, ou seja, H|i;) = E;|i;). Con-
siderando o operador Hamiltoniano da Eq. 104 aplicado
primeiramente no auto-estado [¢1) = aITa;HO), temos,
conforme a Eq. 102, que

I:[|¢1> = (I:Ih + ﬁc)|¢1>-

Tomando o primeiro termo Hj, = —t Do ( ajg—|—a »Gic)
[112] da Eq. 105 aplicado a |¢1) e Slmphﬁcando a notacao
Gj; COMO i, € Gj, COMO j,, temos que

(105)

Hylyn) = —t > (ibjoilil + jlisiliD)0).  (106)

Note que [|¢1) representa um par de spins-up e |1o) =
i ij ¢|O> um par de spins-down, conforme os estados re-
presentados em 98, Tabelal e Fig. 7. Escrevendo entao
os spins-up na Eq. 106 com um rétulo genérico ¢’ nos pos-
sibilita calcular H}, tanto para [1)1) como [12) de uma s6
vez, da forma

Hulr2) = —t Y (i joib b + iliail,j)I0).  (107)

[eg

Comegamos analisando o primeiro termo do lado direito
da Eq.107. Relembrando as relagoes de anticomutagao
apresentadas anteriormente na Eq. 86, podemos escrever

jgij;, como —illjg

7i}[/ja

—tZl JU , 3510 —tZZ”/JUJU

(108)

Utilizando a Eq. 97, temos que

jdjl/ = 50’,0’ - j;r,/ja~ (109)
Substituindo a Eq. 109 na Eq. 108, ficamos com
£ ibib (o0 — Jhido)l0) =
0 (110)

~ =
tZ J0,010) _lo a'/jo' Jol0)).
Conforme discutido anteriormente, o termo j,|0) ¢é igual
a zero pois é destruido um elétron no sitio j, o qual ja

estd vazio. Como d,,, € uma delta de Kronecker, sendo
nula exceto para ¢ = ¢’, podemos escrever

tZsz”O =0,

pois dois elétrons com mesmo spin estao sendo criados no
mesmo sitio, o que viola o principio de exclusao de Pauli.
Perceba que este resultado nos mostra que a aplicacao
do arcabouco de Mecanica Quantica aqui discutido nos
dé um resultado fisico consistente! Agora, analisando o
segundo termo do lado direito da Eq. 107 e fazendo uso
da Eq.97 temos que

tz.mo Ll

(111)

==t j o0 —ilsis)jl|0),
(112)
0

—tz tZJléo 013 10).
(113)

Note que o segundo termo do lado esquerdo da Eq.113
também ¢é nulo devido ao fato de que é criado um elétron
no sitio j com spin o’ mas logo depois é destruido um
elétron com spin ¢ no sitio i, o qual ja estda desocupado.
Considerando o fato de que o tinico caso em que d,,, nao
é zero se d4 para o = ¢/, temos que

_tz.jajam = 0.

—_——
160.0038,10y =548 ip 58, 10))

(114)
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Perceba que a Eq. 114 também retorna o valor zero, pois
nao é possivel criar dois elétrons com o mesmo spin, no
presente caso ¢, no mesmo sitio, o que violaria o principio
de exclusao de Pauli [52]. Portanto, o termo do Hamilto-
niano associado ao hopping dos elétrons ao ser aplicado

em [¢1) e |iha) é [52, 112]

Hplh12) =0 (115)

No que segue, aplicamos He em |,) = iijﬂO% consi-
derando a nota(;éo adotada no presente trabalho Ho =
U(dWﬁi 'HT]TJLU) [52, 112]. Assim, podemos escrever

Helpr) =

Considerando o primeiro termo do lado direito da Eq. 116

(116)

= Uiliyili liy; jr), (117)
onde o termo |i4; jT> indica que ha um elétron com spin-
up no sitio i e outro com spin-up no sitio j. Assim,
seguindo a ordem de aplicagdo dos operadores [118]
Uikirililir; 1) =0, (118)
pois estamos aniquilando um elétron com spin-down onde
0 mesmo nao existe. Analisando o segundo termo do lado
direito da Eq. 116, temos que
Uiliriliililo)y = Ulgaililivig) = 0. (119)
Neste caso, ao aplicarmos o operador j| em |i; jy) temos
que j,|i4; j4) = 0, pois nao ha um elétron com spin-down
no sitio j para ser destruido. Assim, considerando que
tanto Hp|¢1) = 0 e Helyr) = 0, o auto-valor do Hamil-
toniano de Hubbard aplicado a 11 ¢ [52]

H|1/)1> = 0|¢1>-

Relembrando o resultado obtido na Eq. 115, o termo as-
sociado ao hopping aphcado a |19) Ja foi calculado Por-

tanto, precisamos aplicar He = UszTZ iy + UjTjTjijL
em [ta)

Helips) =

Analisando o primeiro termo do lado direito da Eq. 121

(120)

= inI\O), obtendo assim

(121)

Uikiyili il jl10) = Uiliyiligliy; jy,), (122)
entdo [52, 112]
Uiliyil|j,) = Uilirliy; j,) = 0. (123)

Analogamente a Eq. 119, a Eq. 123 nos indica que nao é
possivel destruir um elétron com spin-up no sitio i pois
nao ha nenhum elétron com spin-up neste sitio, justifi-
cando o resultado obtido. Analisando agora o segundo
termo do lado direito da Eq. 121

(124)

Ujlgrilivilif1oy = Ujilirilisliss i),

19

e aplicando o operador j;

Ujlirilli;0) = Uiljrli i) =0, (125)
Novamente, nao existe um elétron a ser destruido ao apli-
car j4 em |iy;j,) e a operacao resulta em zero. Portanto,

temos que

ﬁc|¢2> =0.

Considerando a Eq. 115 e o resultado dado pela Eq. 126,
temos que [52]

(126)

Hlipz) = Olpa),

onde 0 é o auto-valor de H aplicado a [¢5). O signifi-
cado fisico por detrds das Eqgs. 120 e 127 é que devido ao
fato de que os spins “apontam” na mesma direcao em
sitios vizinhos, nao ha dupla ocupagao e nem a possibili-
dade de hopping pelo principio da exclusao de Pauli [52].
Aplicando o operador Hamiltoniano H em [13), temos
[52, 112]

(127)

Hs) = (Hp, + Ho)|ts).

Analisando primeiramente H, aplicado a ls) =
f(lbl - ZﬂT)|O> obtemos

(128)

ﬁh|¢3> \/* Z lgJo + .]UZU)(ZTJJ, - l¢.7¢)|0> (129)

- t gt gt
Hyls) == > (ihdoili] — il dail sl
g
+ibigils] — ilisil55)[0). (130)
O primeiro termo do lado direito da Eq.130 pode ser
escrito como

ZZUJUZTJJ,‘O ZZUJU|ZT’.]J,

Considerando o =1, |, podemos reescrever o somatério
do lado direito da Eq. 131 como

(131)

0

AP TN T 139
—E(ZTMZT,M+Z¢J¢|Z¢J¢>) \[|W¢> (132)
O primeiro termo do lado esquerdo da Eq.132 é nulo
pois nao ha um elétron com spin-up no sitio j para ser
destruido. J4 o segundo termo do lado direito da Eq. 130
é dado por

il joil5110) ivJoliy; g (133)
\/’ Z 1 T‘ \/* Z ‘ 13 T
/—/OA
L(%JH%JH +il juliy;dr)) = —zliviy) = " ligin).
V2 \f V2
(134)
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Analisando entao o terceiro termo do lado direito da
Eq. 130

Z]UZUZTJJO Z]azam,u (135)
0
*L(ﬂiﬂiﬂjw + gl liv 4,)) = *i|jTj¢>~ (136)
V2 V2

Por fim, o quarto termo do lado direito da Eq. 130 é dado
por

(137)

T3 S0 = 5 3 bl )

0
L (Tl +ilisliss ie)) = i) = —=|jrdy)
— (g1 iqpiy; iyliy; = — = — .
\/ijT MU I TILIN I ﬁjijT ﬂ]T]¢
(138)

Substituindo as Egs. 132, 134, 136 e 138 na Eq. 130, te-
mos que

Hnfis) = =5 in) — liit) )
+ |td1) = 15rde)) = Ols),

pois os termos dentro do paréntesis se cancelam. Tal
resultado implica que o estado |¢3), dado pela super-
posicao dos estados c) e d) na Fig.7, ndo possui uma
contribuicao resultante de hopping, ou seja, o estado
|13) representa um estado isolante independente do va-
lor de U e t. Agora considerando os termos associ-
dado a Hp = Uﬁiﬂl% + Uj;j/rjiji aplicado em |¢3) =
Z5(iki] —ilD)10), temos

Oc.1 Oc,2

...........

(140)
@C 3 @C 4

+ gliralavilsl = ilaralanilaDlo).
Entdo, computando os termos ©¢,1, O¢2, Oc3 € Oca
da Eq. 140, temos
0

.......
"""" = iliydli liy; jy)
= Zﬂﬂl\jﬁ
0
RSN
=ipigligsgy) =0, (142)
Ocs = jlirilivitillo) = livililivs i)
= jlirlliy)
0

4+
= Jirlivigy) =0, (143)
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0
Oca = jlirijdilill0) = ilirgldslivigr) = 0. (144)
Portanto, temos que
Helibs) = Olaps). (145)

Como Hh|¢3> = Ole3) e H'C|1/J3> = 0l¢3), da Eq.128,
temos que

H|ips) = 0[ws). (146)

Agora, vamos analisar o operador Hamiltoniano H apli-
cado em [1hg) = \[(4 I - ]TJ¢)|O>
ﬁ|?/14> = (Hh + ﬁc)|¢4>-

De maneira analoga aos demais estados, analisaremos
primeiramente Hj,, entao

(147)

A 1 Ah,2
Hh|¢4 Z UJO'ZT i U.]O'j:[i:j:[
(148)
An3 Apa

/—’\ﬁ /—/\ﬁ
+ jligilil — jliajis0)10).

Considerando o termo Ap ; da Eq. 148
Z ibdoliriy),

Ah 1= _727’0‘702
(149)

Novamente, considerando ¢ =T, |, podemos abrir o so-
matorio da Eq. 149 da seguinte forma
0 0
t o i

—%(%JHWQ +iyjiliriy)) = 0. (150)
Os termos na Eq. 150 s@o iguais a zero pelo fato de que
em ambos os casos um elétron no sitio j é aniquilado, mas
nao ha elétron no sitio j, o que leva o estado a ser com-
pletamente destruido [52]. Considerando agora o termo
Ap 2, temos que

Apo = il joglil|o) = il jolirdy) =
S bl = ¥

t o U t .. o
7 @ﬁlmw + Ziulmw) v (ligsd0) + ligs gr)) -
(151)
Analisando o termo Aj 3 da Eq. 148

h,3 = Z]‘TZUZTzi Z-]UZUhTZi,

(152)
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o que leva a

Ap s

(153)

VG > dbialiriy)

=% (J%Mu) +Jlu|lm>)
to

= —E(Iu;m + lit3 44))- (154)

Finalmente, o termo A 4 da Eq. 148 é dado por

Z itiodlifl0) = Z Gtioliriy)

Apg =

0 0
t T T

= E(JT irlgrde) iy ilitde)) = 0. (155)
Novamente, note que a Eq.155 ¢é igual a zero pois um
elétron deve ser aniquilado no sitio 4, mas nao ha um
elétron para ser destruido, entao o estado inteiro é
aniquilado. Considerando os resultados mostrados nas
Eqgs. 150, 151, 154 e 155, temos que [52]

ﬂmw=§$WMme%§ﬁmﬂHMmD=0

(156)
Analisando agora He aplicado a |ib4), temos
Ac Ac,2
- U % 5+, Ty
He = ﬁ(zﬁwizuhi - zhﬂlzuiji 157)
Acg AC,4
+ jdgrilavikal — ilgralanatiDloy.
Considerando apenas o termo A ; da Eq. 157
U 4. 4. 4. U+ ...
Acq = \/iziw Zﬂ¢%|0> \/§Z$ZTZIZ¢|ZTZ¢>
U +. 4.
= ﬁzhﬂim)
Ui, . .
= ﬁl%\mﬁ (158)
U ;.
= EZ“ZU
U, . .
= EMZQ-

Empregando a mesma “maquinaria” para o termo Ac 2,
temos

0

U U /—/H
Aco = ———ilirili 315710 — il 0.
c2 5 1Jtd}10) = — A L lgrdy) = %)

Para o termo Ac 3 temos
——
U U
Acs = —=jliriliilit|0) = ==jlj41 5 liviy) = 0.
c3 = Sitiilivi 110) Nkl Juliviy)
(160)
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Por 1ltimo, mas nao menos importante, analisemos o
termo Ac 4 da Eq. 157

U U s ot
Ao = —EJTJM Tiuitilloy = —ﬁﬂmlﬂlmw
U +. 4.
- Eﬂml |91)
U 4. .
= —ﬁjﬂrmm
U
= —TJ'HJO
\flmw

Portanto, He aplicado a |th4) nos d4

(161)

. U U
Holty) = ﬁﬁ?h) - ﬁm@
) (162)

RV A
—U(\ﬁ)—www

Perceba que este é o primeiro termo na nossa andlise até
este ponto que nao resulta em zero! Finalmente, recap-
tulando os resultados das Eqgs. 156 e 162 [52, 112]

Hpa) = Ula).

Calculando agora os auto-valores da Eq. 102 aplicada a
|v5) = (ZTJL lJT)‘O> temos

(163)

ﬁ|1/15> = (I:Ih + FIC)|1/J5>-

Seguindo o mesmo protocolo das andlises anteriores, o
calculo da contribuicdo Hj, sera feito primeiro, de tal
forma

(164)

(1

- t . “h; g h: 4
Hh|¢5> = _ﬁ Z(ZLJJZT‘Q +ZLJJZ¢]T
(e
(165)

—= =
+ jlioiti] + jlisi] j1)[0).

Comegando pelo primeiro termo Eh’l, temos

Z il jyitif|0) = Z ibdolivs i)

Zp1 =
0
Lt i
= —%(ZTMH;JO +iyJylirs dy))
liyit) = ——sliriy) (166)
——liyip) = ——=|iriy).
\@ 3o \/5 Tl
Analisemos agora o termo =y » da Eq. 165
En2= ——= ZZJJU UT VG z,,: il joliy; ir)
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0
). (167)

——i(if'ﬁ-')+iT'|z’-'))——i|Z’z
oA AR R NoE

Para o termo Ehyl da Eq. 165, temos

Eha= 5 Zﬂawmlo

Z]JZU|ZT Ju)

0

Gl 4+ 41ilin ) = ——=ljrdy). (168)
\@ T 1 \[

Finalmente, o termo =} 4 da Eq. 165 é dado por

Ena = _7Z]azaZ¢]T|O Z]alam, Jt)
0
ot Y
= *\ﬁ(]T irldy; Jr) +7 140145 51))
i) = ——slind) (169)
NG JLIr V2 I
Portanto, compilando os resultados para H n|ts) obtemos
Hylihs) = 7(|W¢> + [iriy) + drdy) + 13141)
=~ (@liyiy) + 2, (170)
\f T A
[v6)
Hyfis) = ~2t = (igiy) + i), (171)
= — —\[247 y
h|¥s5 \/5 1y Il
Hylips) = —2t[afs). (172)

Agora, analisando o termo associado & repulsdo coulom-
biana H¢ aplicado a [¢5), temos

=01 =C,2

A U Gt 4, 4. 4
He sy = ﬂ(wﬂ usz}i +1i zT'LquI]i

.......

(173)

Ec,3 Zc,4

+ gliralavilal + ilaralanilihlo).
O termo Z¢; da Eq. 173 é dado por
0
_- U ISP P ’_/A
=C,1 = ﬁZTZTZ Z»LZT]J,|0> \[ TZT’L Z~L|ZT7.7l> =0.

(174)
Calculando o termo ZE¢ 2 da Eq. 173

= U . +. .
Eco = \/éwﬂ Z”ijT|O> \[ TZTZ¢ZJ,|ZJM]T>
U . 4.
= %ZTZTli|jT>
0

U ="
= EZT itliy; jr) = 0. (175)
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E agora, o termo Z¢ 3 da Eq. 173

—

. R
= ﬁ]ﬂﬁﬂlﬁ (177)

_ YU i =0, (178)
Jgitarliri ) = 0.

E por fim, o termo Z¢ 4 da Eq. 173

0

— U g

Eca =

(179)
Combinando entao as Eqs. 172, 174, 175, 178 e 179, fica-
mos com [52]

Hys) = —2t|e).

No que segue, iremos por fim calcular os auto-valores de
H aplicados a |yg) = f(ﬂ I Tj¢)|0>

(180)

H\e) = (Hy, + He)|s). (181)

Primeiramente, Hj, serd aplicado a |1g), de forma que
Th 1 YTh,2

Z (il joili i1l

/—/A
+ 1g]a]TJJ,
Th,s Th,a

/—’ﬁ /—M
Jrjc];ZUZT ¢+Jc]; U]T]¢)|O>

Hyle) =
(182)

Note que os termos Th}l e Tj 4 s@o nulos, pois

Th 1= 7= ZZJ]UZ
—E > il jgilliy)
g

(183)

0
t I
= —— 1) Jolipiy) =0,
\/?EU Joliriy)

ou seja, ao aplicar o operador j, nao ha como destruir um
elétron no sitio j pois 0 mesmo estd vazio [118]. O mesmo
argumento pode ser empregado para o quarto termo da
Eq. 182

t
Tha=——=Y jlisjljllo
h,4 \/izU:Jo 0]¢]¢| )
t
. bt
=——= ) _Jsicilli)
Va2 el

0

—N—
G Z]Z ioljrjy) = 0.

(184)
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Por isso, apenas os termos Y2 € Tj 3 da Eq.182 sao
nao-nulos, os quais resultam em

Tho= ——= Y iljsiljl0) =
\[ +J

Z il jolirdL)

([i4590) +igs dr))-
(185)

Z Jololitiy)

Sl

—\ﬁ(ﬂﬁlmw+%IJ¢\J¢J¢>) =
Ths = —*ZJU%Z

=7 (J%MZU +JIZ¢|W¢>) = -
(186)
Portanto

[1hs)

Hy i) = —2t %(m;m T ligid)) = ~2fs). (187)

O mesmo deve ser feito para o termo associado a repulsao
coulombiana Hg

Tca Tc,2
A U 5 1. 1.
He ) = (Z$ZTZTZ¢Z,¥ I + zlmizubl
V2 (188)
Tcs YTca

+ JT]TJI]J,ZT 1+ jTjTjijichu) 0).

Focando inicialmente apenas nos termos T¢ 2 e T¢ 3, te-
mos que

U . 4. 4.
Yoo = %zhﬂizuijﬂ())

U 4. +. 4.
= ﬁﬁ’?d%ﬂ”@
0

Ui +77T0
= EWT% iyljrgy) =0, (189)

pois o termo ¢y destréi um elétron no sitio ¢ que esta
vazio. Um argumento similar pode ser empregado para
o termo Y¢ 3, de modo que

U 4. 4+~ ‘T?T
Tos = \ﬁjT]TJJ' ]\LZTZ¢|O> =0. (190)

Portanto, os unicos termos nao-nulos serao T¢,1 e T 4,

t L. ..
72(|JT§Z¢>+|JJ,§ZT>)~
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sendo T¢,; calculado da forma

.......

U U 4. 4. ..
YTcr= ﬂZTZTZﬂ”T ¢|O> \/iziwlzuuzi}
U +. 4.
= ﬁzizﬂim)
U .. .
= El%mm (191)
U 4.
= EZHZO
v, .
= EMZO-
E agora tomemos o termo Y4 da Eq. 182

You= <sililivililo) = =il
- %jimlm
= %ﬂjﬂju%) (192)
f} 1150)

= \—ﬁww.

Logo, temos que

R U U
Helvye) = ﬁmm + ﬁ\]ﬁi)

[6) (193)

1
= U i) +15131) = Ule).
Combinando as Eqgs. 187 ¢ 193 [52]

He) = —2t|9)s) + Ulbs).

Note que os estados [i;), com ¢ = 1,2,3 e 4, ji sd@o
auto-estados do operador Hamiltoniano H e portanto
jé obtivemos seus respectivos auto-valores, conforme as
Egs. 120, 127, 146 e 163. Em outras palavras, ja obtive-
mos H|vy;) = F;|¢;) parai =1, 2, 3 e 4, mas ndo para i =
5 e 6, conforme as Eqgs. 180 e 194. Para encontrarmos os
auto-valores dos estados |¢5) e |1)g) devemos “construir”
a matriz dada na Eq. 70, ficamos assim com [52]

o (s Hps) (el Hps)
= <<¢5FI|¢6> <¢6|f{|w6>>.

Comecaremos calculando o termo da primeira linha e pri-
meira coluna da matriz dada na Eq. 195, ou seja, o termo
(¥5|H |1ps). Seguindo o resultado obtido na Eq. 180, sa-
bemos que ao aplicarmos o Hamiltoniano de Hubbard no
estado H|¢5) = —2t|1)), portanto

(5| Hips) = (5] — 2t[¢bg).

(194)

(195)

(196)
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Como o termo —2t presente na Eq. 196 é um ntmero real,
podemos remové-lo da operagao e assim obtemos

/—/OR
—2t (Y5 |1pg) = 0.

Como os estados |¢5) e |t)g) sdo ortogonais entre si, ana-
logamente ao produto escalar entre dois vetores ortogo-
nais no contexto de algebra linear, temos que o produto
interno entre |1)5) e |1g) serd nulo, justificando assim o
resultado apresentado na Eq. 197. Empregando o mesmo
raciocinio, calcularemos agora o termo (ig|H |1)5)

(197)

1

(o[ Hps) = —2t (¥g|th) = —2t. (198)

Novamente, em uma analogia direta com a dlgebra linear
[68], o produto escalar entre um vetor e ele mesmo é
igual a 1. Calculando agora o termo da segunda linha
e primeira coluna (v5|H|1)g) e relembrando o resultado
obtido na Eq. 194, temos

(Ws| Hve) = (5](—2t[¢s) + Ulbg)).

Utilizando os mesmos argumentos em termos de algebra
linear, obtemos

(199)

1 0
~ — N— e
(s H|ips) = —2t (¥s|s) +U (sl¢6) = —2¢.

Analisando agora o termo da segunda linha e segunda
coluna, ou seja, (g|H|1)g) e empregando o mesmo ra-
ciocinio, temos

(Ve H|ve) = (|(—2teb5) + Ultbg))

0 1
= =2t (Ye|vh5) +U (Ys|vos) = U.
Substituindo os resultados obtidos na Eq. 195, obtemos

o (s Hs) (elHps)) _ (0 —2t
= (<¢5H|1/J6> <¢6|ﬁw6>) - (—215 U ) (202)

Neste ponto, fazemos uso da chamada equagao de auto-
valores e auto-vetores para H, leia-se [68]

o | (WslHIws) (el Hls))
dectt {<<7/15H|1/’6> <¢6|H¢6>> E]I}v (203)

onde F sao os auto-valores associados a ¥ e 1g e I a ma-
triz identidade. Entao, substituindo a Eq. 195 na Eq. 203,
temos que [52]

o =[( ) =2 (3 9]

(2 ) - @R = o

(200)

(201)

(204)

. (205)
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Portanto, calculando o determinante, temos que
~E(U—-E)—4t>=0 = E?-UE —4t* =0, (206)

de forma que os tltimos dois auto-valores E; e E_ asso-
ciados, respectivamente, a [15) e |1g) sdo dados por [52]

U+ VU116
-

Finalmente, considerando todas as auto-energias com-

Ey (207)

auto-estado auto-energia
Y1) By =0
P2) Fy =0
) Es=0
Y4) Ey,=U
) Es = (U ++VU? + 16t2)/2
[16) EaI(U—\/U2+16t2)/2

Tabela II. Auto-estados e suas respectivas auto-energias para o
dimero de Mott.

putadas para cada auto-estado, conforme a Tabelall, a
energia do estado fundamental, ou seja, a menor energia
do sistema, é associada a [i6), sendo dada por [52, 112]

U—-VU? + 16t2

2 7
onde o sub-indice gs indica o ground-state, ou seja, o
estado fundamental. Neste ponto, sugerimos ao lei-
tor/leitora se referir & Fig. 1 da Ref. [112] onde sao plota-
das todas as auto-energias em fungao de U/t para uma vi-
sualizagao apropriada de que a auto-energia associada ao
auto-estado |¢g) é a menor. Note que em tal referéncia,
os resultados das auto-energias dos seis estados possiveis
do sistema sdo mostrados, porém o passo a passo deta-
lhado nao é apresentado. Reescrevendo a Eq. 208, obte-
mos

B, = <0 VYUt (208)

(209)

By = 5 [1- VI @07

Este resultado pode ser visto como a “cereja do bolo”,
pois nos dé a dependéncia de Eys em termos de U e ¢
para o dimero de Mott. Analisando o caso limite onde
U/t se torna “muito grande”, ou seja, U — oo, o estado
fundamental correspondente [145) é [52]
i s) — lis )
=330 — s Jr) )
\/5 ™I L Jr

thgs) = (210)
o qual representa um estado isolante antiferromagnético
[52]. Mais especificamente, |1)4s) representa uma super-
posicao entre os estados com spin-up no sitio i e spin-
down no sitio j e vice-versa, sendo que ambos os estados
representam uma configuracao antiferromagnética. Ja
para o caso no qual U/t — 0, ou seja, U — 0, o sis-
tema é metélico com |iys) dada por [52]

1
[Ygs) = 5 (liiy) + i ju) = ligs g1) + lirgs)). - (211)
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Figura 8. Representaciao esquemadtica da evolugao da densidade
de estados [do Inglés: Density of States (DOS)] & medida que a
repulsao coulombiana U entre elétrons no mesmo sitio da rede cris-
talina aumenta. Em a), ndo hé repulsdo coulombiana (U = 0), de
modo que a DOS assume a forma de uma semi elipse. Em b), U
agora possui um valor finito, portanto, a DOS comega a ser alte-
rada. Em c¢), a DOS continua a ser afetada com o aumento de U.
Em d), U alcanga um valor critico (U/W) = 2, onde W ¢ a largura
de banda, fazendo com que seja energeticamente favoravel para o
elétron localizar, devido ao fato de que, para que dois elétrons de
spins opostos ocupem duplamente o mesmo sitio, é necessario “pa-
gar” uma energia de valor igual a U, de modo que o estado de
menor energia € aquele em que os elétrons estao localizados e apre-
sentam ocupagao simples. O cardter localizado dos elétrons pode
ser visualizado pela abertura da lacuna de energia U entre as ban-
das com energia (Ep — U/2) e (Ep + U/2), onde Efp é a energia
de Fermi. Figura baseada na Ref.[119].

Desta forma, a medida que U é “ligado”, os estados de
dupla ocupacao |iqiy) e |j4+j;) na Eq. 211 serdo suprimi-
dos continuamente até que o estado fundamental se torne
um isolante antiferromagnético e |1)4,) da Eq. 210 seja re-
cuperado, conforme Fig. 8.

B. Analisando a energia do estado fundamental do
dimero de Mott a luz do parametro de Griineisen

Em se tratando de fenémenos criticos, ou seja, a in-
vestigacao de grandezas termodinamicas na vizinhaga
de pontos criticos, o ponto critico associado a transigao
liquido-gas da agua constitui um proeminente exemplo,
visto que na proximidade deste ponto ha uma competicao
entre escalas de energia que dé origem a um aumento ex-
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pressivo na entropia [120]. Neste regime, é dito que o
comprimento de correlagao, o qual incorpora a distancia
maxima em que duas particulas “se perceberao”, também
aumenta expressivamente, ou seja, flutuagoes criticas sao
observadas em todas as escalas de comprimento do sis-
tema [121]. Neste contexto, o chamado parametro de
Griineisen efetivo I'c ¢y € uma ferramenta apropriada para
se explorar fenémenos criticos, visto que o mesmo incor-
pora diversas grandezas fisicas como a expansao térmica
e o calor especifico, por exemplo, os quais quantificam
variagoes de entropia em funcgao de T' e de um parametro
de controle. Vale mencionar que I'cy; incorpora a cha-
mada razao Griineisen I', a qual representa a contribuigao
singular de I'c¢s e é definida como [122, 123]

on (B8 () )y
S

¢y T(BQF)Q - g

oT?

T(%), T
(212)

sendo ag4 a expansao térmica, ¢, o calor especifico, F
a energia livre, S a entropia e g um parametro de con-
trole como campo magnético ou pressao, por exemplo.
Note que a Eq. 212 diz respeito & razao Griineisen I" [122].
Logo, medidas sistematicas de expansao térmica e calor
especifico permitem explorar fendmenos criticos no labo-
ratério [15, 16, 21, 22]. No entanto, para T = 0K a
entropia é igual a zero de acordo com a terceira lei da
Termodinamica e tanto I' quanto I'c¢¢ se tornam inde-
terminados [123]. Isto s6 é valido para a consideragio de
sistemas cristalinos perfeitos, sem nenhum tipo de desor-
dem, visto que em sistemas reais, spin-ice por exemplo,
S apresenta um valor residual mesmo em 7' = 0K [124].
Visando estender o conceito de I' para fenomenos genui-
namente quanticos, ou seja, T’ = 0 K, alguns de nés recen-
temente propusemos uma versao quantica do parametro
de Griineisen '’ em analogia & definicdo de I', sendo
definido como [123]

(5:5)

dho

oK = BQZ : (213)
n(%2)

onde Ej é a energia do estado fundamental e h um ou-

tro parametro de controle ou escala tipica de energia do

sistema. Portanto, & luz de 'K, sera feita no que segue

uma andlise para Fy = Fy,, obtida através da diagona-

lizacdo do Hamiltoniano de Hubbard para o dimero de

Mott. Consideramos inicialmente h = U e g = t, sendo
t o« W [125], e calculamos (0% Ey/0t0U) da forma

?Ey 0 (U-U?Z+1662 (214)
otoU — otoU 2
_1of(ouy _ovrEaTer|
T 20t oU oUu
10 U
=25 <1 — 7#2 " 16t2) (216)
____8ut (217)

(U? 4 16t2)3/2°
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Derivando agora o termo no denominador da Eq. 213

PE,_10 (U
U2~ 20U VU2 11662 )

812 (218)

(U2 + 1612)3/2°

Agora, substituindo as Eqs.217 e 218 na Eq.213, TK
resulta em

1 % 1
2 2Y3/2
0K — _57“] “86;) —— (219)
- (U2+16t2)3/2

Analisando os casos limites, temos que para t —» 0 =
' — 00 e ao considerar t — oo = I'°K — 0. Cal-
culando agora I'°K para o caso em que h =t e g = U,
temos que a derivada cruzada de Ey em relacao at e U é
dada pela Eq.217. Considerando a segunda derivada de
FEy em relagao a t, temos

PEy, O (U ~VUZ+ 16t2>

oz ot 2
19 <8U - 8\/U2+16t2>
__ ol &
0t (U2 +16t2)1/2
U2
T (U2 161232
Portanto, 'K ¢ obtido da forma
8Ut
1 Wzri6t2)572 1
FUK:ff%:fU. (221)
W H16:2)572

Novamente, analisando os casos limites da Eq.221 te-
mos que para U — 0 = ' — —oo e para U —
oo == TI% — 0. Vale mencionar que as escalas de
energia tipicas de t e U sao da ordem de t = 0,25eV e
U = 0,78eV em sistemas quase-bidimensionais da classe
k-(BEDT-TTF)2Cu(NCS), na fase antiferromagnética
de Mott [114]. Para fins comparativos, a energia térmica
associada & temperatura ambiente (T' = 300K) é da or-
dem de 0,0259 eV. Note que com base nas expressoes para
'K dadas pelas Eqgs. 219 e 221 e nos limites apresentados,
nao extraimos muita informacgao fisica. Seguindo dis-
cussoes da Ref. [123], como temos uma competicao entre
escalas de energia, leia-se U e t, devemos analisar separa-
damente o numerador e denominador de ' em funcéo
do pardametro de controle A = U/t, o qual do ponto de
vista experimental corresponde a aplicagao de pressao.
Ao fazermos tal anilise, conforme a Fig.9, observamos
que I'°¥ atinge um valor méximo para A ~ 2,84, o qual
indica uma mudanga de regime no sistema. Estritamente
falando, aqui nao podemos utilizar o termo transicao de
fase pelo fato de estarmos analisando apenas 2 sitios.
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Para valores de U/t pequenos, ou seja, U — 0, o estado
fundamental do sistema é delocalizado (metal) e gover-
nado pela competicdo entre os estados |C), |D), |E) e
|F) (Fig.9) [52]. Ao aumentarmos U, os estados de du-
pla ocupacao sao continuamente suprimidos até que para
valores de U/t “muito grandes”, ou seja, U — 00, 0 sis-
tema se torna um isolante do tipo antiferromagnético com
seu estado fundamental dado pela superposigao entre |C)
e |D), conforme a Fig.9 [52]. Experimentalmente, para
sistemas reais, ocorre uma transigao de isolante para um
metal ao se aplicar pressao hidrostatica (Fig. 1), conforme
observado para metais moleculares, ou seja, U/t oc P71,
onde P é a pressio aplicada [126]. O méximo em 'K
(Fig.9) indica o valor de A no qual a “competigao” en-
tre as fases metdlica e isolante é méaxima, sendo a fase
metélica dominante para A < 2,84 e a isolante para A >
2,84. Em outras palavras, ao analisar o comportamento
de Ey em funcao de A, cf. painel interno da Fig. 9, nota-
se que Ey varia mais expressivamente para A < 2,84.
Porém, a determinacao do valor exato de A no qual ha
uma variagado maxima de Ej se torna possivel através da
andlise em termos de I'’K. Desta forma, o parametro de
Griineisen se mostra como uma ferramenta importante
para se detectar esta mudanca de regime, bem como para
se explorar pontos criticos [16, 120-123, 127, 128]. Ainda,
vale mencionar que a investigacao do dimero de Mott con-
siderando componentes de campos elétrico e magnético
no Hamiltoniano de Hubbard é reportada [129], bem
como a exploragao do dimero de Mott no contexto do
Hamiltoniano de Hubbard estendido [130].

0,2 ; 5 .
% —~
>
g ‘2* L -1
W ur
& D) -2
"ol 0 6 , 12 18]
) IE)
ﬁo IC) |D)
N@, .mﬂ ‘ * * ‘
o
! metal isolante
0,0 : : :
0 5 10 15 20
A=Ut <«— Pressao

Figura 9. Segunda derivada —U(82Ey/0U?) e derivada cruzada
(82Eo/8Udt) da energia do estado fundamental Ey para o dimero
de Mott. Para valores de U/t pequenos, ou seja, U — 0, o sistema
é metdlico com uma superposicdo entre os estados |C), |D), |E) e
|F') [52]. Ao se aumentar a magnitude de U/t os estados com dupla
ocupagdo sdo suprimidos e, no regime de U/t — oo, o sistema
se torna um isolante do tipo antiferromagnético [52]. Note que
U/t < P71, onde P é a pressio aplicada [126]. Painel interno: Eg
versus A.
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IV. “FERRAMENTARIA” TEORICA
ADICIONAL

Existem tratamentos tedéricos mais complexos do que
os apresentados até aqui, sendo um caso que merece des-
taque a abordagem do Hamiltoniano de Hubbard que
considera dimensdes infinitas (d = oo) [131]. Através
do uso de teoria de perturbacao, func¢oes de onda variaci-
onais e a aproximacao de campo médio, é possivel obter a
auto-energia do estado fundamental, a qual fornece uma
boa aproximagao para o caso d = 3 [131, 132]. Vale res-
saltar que ao se tomar o limite d — oo os parametros
que aparecem no Hamiltoniano de Hubbard devem ser
reescalados a fim de que tanto a energia cinética quanto
potencial em cada sitio sejam finitas [131]. Discutire-
mos a seguir brevemente alguns modelos tedricos e ap-
proaches usados para descrever sistemas eletronicos for-
temente correlacionados em diferentes contextos.

A. Uma breve discussao sobre a celebrada teoria
BCS

O fendémeno da supercondutividade pode ser visto
como um dos topicos mais intrigantes na Fisica, visto
que, conforme discussoes anteriores, ao atingir uma fase
supercondutora o material conduz corrente elétrica sem a
dissipacao de energia através do efeito Joule [34]. Desde
a sua descoberta em 1911 por K. Onnes (1853 — 1926),
tal fase da matéria vem despertando interesse na co-
munidade cientifica. Neste contexto, diversos modelos
tedricos foram propostos para tentar explicar a fase su-
percondutora e no presente trabalho faremos uma breve
revisao acerca de um desses modelos, a renomada teoria
BCS. Embora proposta hé varias décadas, mais especi-
ficamente em 1957 [36], a teoria de maior sucesso até o
momento na descricao da fase supercondutora é a teo-
ria BCS, proposta por John Bardeen (1908 - 1991), Leon
Cooper (1930 - 2024) e John Robert Schrieffer (1931 -
2019), cujo Hamiltoniano é dado por

HPOS = N~ &g+ > &l = ng,) + Hoout
k>kp k<kp
2 1

1 2hwy | M| I

c : +R,0
+ 3 - : )
2 Z (&c — 5k+n)2 - (MK)Q

E,/;’ ,o,0" R

(222)

onde o primeiro termo do lado direito do Hamiltoni-
ano dado pela Eq.222 esta associado a energia cinética
dos eletréns que estao acima do nivel de Fermi, sendo
& = (B — Er) a energia de Bloch medida em relagao a
Er, o segundo termo se refere a energia cinética dos bura-
cos que estao abaixo do nivel de Fermi; Hcoyl, conforme
a notagao usada no artigo original [36], se refere & energia
de repulsao coulombiana entre os elétrons e, por ultimo
mas nao menos importante, o termo final esté associado
a interacao elétron-fonon My, sendo wy a frequéncia do
fonon e K o vetor transferéncia de momento entre o fonon
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e o elétron. Tal interacao atrativa entre elétrons e fonons
no sistema d& origem aos chamados pares de Cooper. Em
outras palavras, os pares de Cooper sao pares de elétrons
cuja interacao é mediada por fonons. No entanto, ao ele-
varmos a temperatura do sistema acima da temperatura
de transigao, os pares de Cooper sao “quebrados” e entao
a fase supercondutora é suprimida. Encontrar um ma-
terial que apresente uma fase supercondutora proximo a
temperatura ambiente constitui um tépico atual de pes-
quisa, bem como a teoria para explicar esse fenémeno.
Antes de encerrarmos esta Segdo, ressaltamos que L. Co-
oper também era neurocientista [133], além de ser um
fisico laureado com o prémio Nobel pela proposta da te-
oria BCS juntamente com J. Bardeen e J.R. Schrieffer.

B. O modelo de Fermi-Hubbard

Outras “variantes” do modelo de Hubbard podem
ser utilizadas dependendo do sistema fisico de interesse.
Aqui vale mencionar o modelo de Fermi-Hubbard, usual-
mente aplicado para o caso de armadilhas épticas, cujo
Hamiltoniano ¢ dado por [134]

HFH — 4 Z (ajgaiﬂg + H.c.)
+U Z i, + Z €ilios (223)
i 0,0

onde ¢; estd associado ao potencial da armadilha éptica.
Em geral, tais armadilhas podem ser descritas por poten-
ciais harmonicos, resultando no confinamento dos 4tomos
na regiao central da mesma. Em suma, o Hamilto-
niano dado pela Eq.223 se difere do Hamiltoniano da
Eq. 68 pelo termo ). _&;7;,. O Hamiltoniano dado pela
Eq. 223 vem sendo amplamente utilizado na exploragao
das propriedades fisicas dos chamados férmions ultra frios
[134].

C. O modelo de Bose-Fermi-Hubbard

Ainda, considerando a presenca de interacdo férmion-
béson, o modelo de Hubbard pode ser estendido para o
chamado modelo de Bose-Fermi-Hubbard [135]

N U N
HEB — —tB Z (bjb2+1 + bL_lbz) + E an(nl — 1)
—tp Z (a}aiﬂ + ajﬂai) + VZ’IA%T;”LZ, (224)
i i

onde tp e tp representam o termo de hopping relacio-
nado aos bésons e férmions, respectivamente; b’ e b aos
operadores bosonicos de criagao e aniquilagao, m o ope-
rador niimero bosonico e V a interacdo entre férmions
e bosons. Note que o ultimo termo do lado direito da
Eq. 224 representa a interagao entre férmions e bdsons, o
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qual é importante para se investigar sistemas onde a in-
teragdo, por exemplo, entre elétrons (férmions) e fénons
(bésons) é relevante, como é o caso da superconduti-
vidade [136]. Ainda, outras “variantes” do modelo de
Hubbard sao reportadas na literatura e exploradas am-
plamente, como o chamado modelo de Hubbard-Holstein,
o qual leva em consideragao no Hamiltoniano de Hubbard
o acoplamento elétron-féonon [137]. Desta forma, fica evi-
dente que o aprofundamento e o entendimento sobre as
intmeras variantes do modelo de Hubbard é um tema que
d4 origem a diversas ramificagoes de linhas de pesquisa
no campo de sistemas eletronicos fortemente correlacio-
nados. Indo além do modelo de Hubbard e suas variagoes,
faremos no que segue uma breve discussao sobre o modelo
de Anderson de uma unica impureza.

D. O modelo de Anderson de uma impureza

Motivado pela descoberta de um comportamento
anomalo na resisténcia elétrica em alguns metais de
transicao devido a presenca de impurezas magnéticas
[138], P.W. Anderson (1923 — 2020) fez a proposta do
que viria a ser chamado de modelo de Anderson de uma
impureza visando explicar tal comportamento até entao
nao previsto na teoria [139]. O celebrado modelo de An-
derson, o qual, em palavras simples, pode ser visto como
uma “ferramenta’ para descrever as propriedades fisicas
de metais na presenga de uma impureza magnética [139],
é discutido no que segue. Tal modelo também é descrito
em linguagem de segunda quantizacao e seu Hamiltoni-
ano é dado por [139]

Hoy Hoq

ﬁAnderson _ Z Gkazgako + Ed(ajﬁadT + a:fuadi)
k,o

Heorr Hsa

—_——
+ Ua:;TadTaIua(u + Z Vak (a;fwado + a:;oak.g) .
k,o

(225)

O termo Hys representa a energia nao-perturbada dos
elétrons livres considerando a energia cinética €, de um
elétron com momento k£ na banda de condugao, Hyg a
energia dos estados na camada d da impureza, H.opr
(seguindo a notacdo original de Anderson [139]) leva
em conta a repulsao coulombiana no sitio da impureza
quando o mesmo estd duplamente ocupado e, por fim,
Hgy se refere a contribuigdo de hibridizacao que acopla
a banda de condugao com a impureza através do termo
de hibridizagdo Vg. O modelo de Anderson é relevante,
em particular, para o entendimento do efeito Kondo e da
Fisica de pontos quénticos [140]. Apenas para mencio-
nar, o modelo de Hubbard em dimensoes infinitas, con-
forme discutido na SecaoIV, pode ser aproximado para
o modelo de Anderson de uma impureza. Porém, ainda
é necessario conhecer a dependéncia com a frequéncia da
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auto-energia do modelo da impureza de Anderson, sendo
uma excelente aproximagao obtida através da técnica do
grupo de renormalizacao numérico [141].

E. O modelo de Su—Schrieffer—Heeger (SSH)

Além dos modelos tedricos até entdo discutidos, ou-
tro modelo importante que merece destaque é o modelo
Su—Schrieffer—Heeger (SSH), o qual incorpora o nome dos
trés cientistas que o desenvolveram: Wu-Pei Su, John
Robert Schrieffer e Alan J. Heeger, sendo os dois ultimos
agraciados com o Prémio Nobel, respectivamente, pelo
desenvolvimento da teoria BCS da supercondutividade
e pela contribuigao na area de polimeros condutores, os
chamados metais sintéticos. O modelo SSH é utilizado
para descrever sistemas unidimensionais com ligagoes al-
ternadas, sendo fundamental no estudo, por exemplo, de
isolantes topoldgicos [142]. O Hamiltoniano do modelo
SSH é dado, conforme as Refs. [143, 144], por

I:ISSH = _ Z (ti+17iaz+laaw + HC)
+ Z EK(UZ'JFl — ui)z
; 2
+> Loz
i 2 "

O primeiro termo da Eq. 226 representa o hopping t;41,;
dos elétrons com spin ¢ entre sitios vizinhos i e (i + 1),
sendo t;11; = to—9(ui+1 —u;) [143], onde ty é o termo de
hopping para a cadeia nao dimerizada, 1 é a constante de
acoplamento elétron-rede e u; a posicao de equilibrio do
atomo no sitio i. O segundo termo quantifica a compo-
nente eldstica associada aos atomos da rede como oscila-
dores harmonicos acoplados. Por fim, o terceiro termo re-
presenta a energia de vibracao dos atomos da rede, sendo
M a massa dos fons e u; = du;/dt a velocidade de deslo-
camento em torno de u;. O modelo SSH tem sido, desde
entao, um exemplo paradigmaético na descricao de um
sistema unidimensional que suporta o fracionamento de
carga [145] e cardter topoldgico [142], sendo tema atual
de pesquisa [146] e particularmente relevante para des-
crever sélitons no polyacetileno [147].

(226)

F. O modelo t-J

Outro modelo importante para se explorar fenémenos
eletronicos fortemente correlacionados é o chamado mo-
delo ¢-J, cujo Hamiltoniano é dado por [148]

HY = —tZ(l - nw)a;raajg(l —njz) + JZS? .S,
ijo ij

(227)

onde J =2t?/U, 6 = —0ce S_’; e SZ sao os chamados ope-

radores de spin. O modelo é uma versao do modelo de
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Hubbard no limite U > W [148] e descreve o hopping de
elétrons para sitios vizinhos excluindo sitios que ja estao
ocupados, o qual é quantificado pelo termo (1 —n;5). Tal
caracteristica do Hamiltoniano de nao “permitir” esta-
dos duplamente ocupados é equivalente ao aparecimento
de uma interagao de troca efetiva J entre elétrons em
sitios vizinhos [148]. O modelo ganhou muita populari-
dade depois que P.W. Anderson sugeriu que as proprieda-
des eletronicas de supercondutores de alta temperatura
critica do grupo de 6xidos metalicos podiam ser descritas
pelo Hamiltoniano da Eq. 227 [149].

G. O estado da ligacao de valéncia ressonante [do
Inglés: Resonance valence bond (RVB)]

O chamado estado da ligacao de valéncia ressonante
(RVB), ou também conhecido como liquido quantico de
spin, foi proposto por Anderson em 1973 [150] e foi re-
visitado por este em 1987 na tentativa de se explicar su-
percondutividade em altas temperaturas em cupratos, ou
seja, sistemas que contém é6xido de cobre CuQOs, conside-
rando que o mecanismo de formacgao de pares de elétrons
estd naturalmente embutido na estrutura de tais siste-
mas [149]. Neste ponto, vale mencionar que o liquido de
spin é uma fase exdtica da matéria onde nao ha a quebra
de simetria rotacional dos spins, ou seja, nao hé ordena-
mento magnético de longo alcance mesmo em baixissimas
temperaturas [151, 152]. A ligacdo quimica de dtomos
vizinhos de Cu se da por meio de compartilhamento de
elétrons de valéncia com spins opostos. Normalmente, tal
ligacao mantém estes pares de elétrons “ligados” mas lo-
calizados [149]. No entanto, quando o sistema é dopado,
os pares de elétrons se tornam itinerantes e as ligacoes de
valéncia se transformam em pares de Cooper que se con-
densam em um estado supercondutor [149]. Vale men-
cionar que o modelo RVB se refere a uma proposta de
estado fundamental para um sistema dopado em termos
das ligagoes de valéncia ressonantes e pode ser aplicado,
por exemplo, tanto para o modelo de Hubbard quanto
para o modelo ¢-J [149]. Em outras palavras, a dopagem
em sistemas do tipo cuprato da origem ao carater itine-
rante do par de elétrons inerente da ligacao de valéncia
entre os atomos de Cu, o qual estd naturalmente incorpo-
rado nos modelos de Hubbard e ¢-J no termo de hopping.

H. O modelo da rede de Kondo e o diagrama de
Doniach

Em compostos onde os elétrons do tipo f sao forte-
mente correlacionados, a presenca de impurezas pode dar
origem a um comportamento anémalo, como por exem-
plo, na resistividade elétrica p em fungdo da tempera-
tura, de um determinado sistema. Se considerarmos um
sistema metdlico, como o Au, ao diminuirmos a tempe-
ratura, sua resistividade diminui. Porém, se doparmos
um metal com uma impureza magnética, por exemplo
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com Fe, e analizarmos o comportamento da resisténcia
elétrica em funcao da temperatura para Au;_, Fe,, onde
x é a concentragao de atomos de Fe, um minimo é ob-
servado. Em outras palavras, abaixo de uma certa T, a
resisténcia elétrica aumenta com a diminuicao da tempe-
ratura [153]. Isto ocorre pois, em uma dada 7', o espalha-
mento elétron-impureza aumenta expressivamente o que
faz com que a resistividade elétrica aumente com a di-
minui¢ao da temperatura, de modo que fenomenologica-
mente p(T) o< T° — clog T [153], onde ¢ é a concentracio
de impurezas. Vale mencionar que a temperatura na qual
p apresenta um minimo é chamada de temperatura de
Kondo Tk. Este efeito foi explicado pioneiramente por
Jun Kondo e foi batizado com seu nome, sendo referido
na literatura como efeito Kondo [154, 155], o qual ocorre
em diversos sistemas & base de Cério (Ce), Itérbio (Yb) e
Urénio (U) [156], sendo que, em alguns sistemas, hd uma
competicao em baixas temperaturas entre o efeito Kondo
e ordenamento magnético [154, 155]. Tais compostos pos-
suem bandas de energia f parcialmente preenchidas e exi-
bem forte correlagao eletronica e criticalidade quantica
[156]. Neste contexto, destacam-se os sistemas CeCug
e CeRusSis [157, 158], o YbRhySiy que apresenta criti-
calidade quéantica [156] e o UBey3, 0 qual é um férmion
pesado que exibe supercondutividade nao-convencional
[159]. O chamado diagrama de fases de Doniach [160]
desses compostos captura a competicao entre dois meca-
nismos fisicos fundamentais: i) o efeito Kondo, no qual os
elétrons de condugao blindam os momentos magnéticos
locais, formando estados singletos nao magnéticos e favo-
recendo um estado de liquido de Fermi; e i) a interacao
de Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY), que é uma
interagao indireta mediada pelos elétrons de conducao
que tende a alinhar os momentos magnéticos localizados.
O Hamiltoniano da rede de Kondo é dado por

ﬁ:ZEkCLUCkJ+JKZSi'Si7 (228)
ko 7

onde cza (cko) cria (aniquila) um elétron de condugao
com momento k e spin o, €, é a dispersao eletronica,
Jx > 0 é o acoplamento de troca antiferromagnético en-
tre o spin S; localizado e o spin s; de um elétron de
condugao no sitio i. As principais escalas de energia sdo:
Tk e a interacao RKKY, sendo Tk dada por

1
Ty ~ Dexp [ —— ),
K p< PJK)

onde D é a largura de banda dos elétrons de conducao e
p = p(EFr) é a densidade de estados eletronica no nivel
de Fermi. A componente do Hamiltoniano Hrkky rela-
cionada com a interagao RKKY surge em segunda ordem
em Jx de modo que

(229)

Hrxxy = Z Jijgi : §j7

)

(230)

com

Jij ~ JIQ(Xij7 (231)
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onde x;; € a susceptibilidade de spin dos elétrons de
condugao. A escala de energia caracteristica associada
é

Desta forma, a competicao entre Tk e TRy determina
o diagrama de Doniach: para Jx pequeno, Tk dimi-
nui expressivamente, conforme Eq.229, de modo que a
interacao RKKY domina e o sistema apresenta ordem

magnética; para Jx grande, o efeito Kondo prevalece
[154, 155].

I. Uma panoramica sobre a Teoria do Funcional da
Densidade

A busca por uma teoria que descreva o problema de
muitos corpos na Mecanica Quéntica é topico de interesse
desde a criacao da mesma [161, 162]. Neste contexto, P.
Hohenberg (1934 — 2017) ¢ W. Kohn (1923 — 2016) pro-
puseram o que viria a ser chamado Teoria do Funcional
da Densidade [163]. A Teoria do Funcional da Densidade
é uma das abordagens mais populares e bem-sucedidas
da Mecanica Quantica para o estudo de propriedades es-
truturais, eletronicas, 6pticas e magnéticas de sistemas
de muitos corpos [164]. Na Mecanica Quantica elemen-
tar, o estado de um sistema é completamente descrito
por sua fungao de onda ¥(7,t). No caso do dimero de
Mott, discutido na SegaoIII A, ha apenas dois sitios e
dois spins, resultando em seis fungdes de onda. Assim,
é possivel determinar a energia do estado fundamental
de forma analitica. Entretanto, a funcdo de onda de um
sistema de N particulas é definida em um espaco de con-
figuracoes 3N-dimensional e um espaco de spin com 2V
estados fermionicos possiveis. Nesse cendrio, a descricao
analitica dos estados de sélidos torna-se invidvel [165].
Em 1964, Walter Kohn e Pierre Hohenberg [163] de-
monstraram formalmente que a densidade eletronica n(7)
descreve univocamente o potencial externo do sistema,
podendo, portanto, ser utilizada como varidvel-chave na
formulacao de uma abordagem para determinar a energia
do estado fundamental. Um corolario importante mostra
que qualquer grandeza, como por exemplo a energia do
estado fundamental do sistema, é um funcional da densi-
dade, E[n]. Dafi a denominagéao de Teoria do Funcional da
Densidade[do Inglés: Density Functional Theory (DFT)].
Tal formalismo é particularmente vantajoso para a im-
plementacao computacional de solugoes numéricas para
sistemas de muitos corpos, pois n(7) depende apenas das
trés coordenadas espaciais e nao diretamente do ntimero
de particulas. O problema, no entanto, é que nao ha
uma prescri¢ao para a obtengao do funcional exato. Em
1965, Walter Kohn e Lu Jeu Sham [166] apresentaram um
método autoconsistente, andlogo ao método de Hartree-
Fock [167], implementando na pratica o formalismo da
DFT. Nesta proposta, Kohn e Sham propuseram resol-
ver equagoes do tipo-Schrodinger de um sistema auxiliar
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nao interagente sob acao de um potencial efetivo
7224,‘/ +V V KS _ KS, 6 KS 233
B) ext Ht Vx| Wi~ =€ "9; ( )

onde ¢XS sdo os denominados orbitais de Kohn-Sham e
representam funcoes de onda auxiliares que descrevem
elétrons “ficticios” nao interagentes, €5 sdo os auto-
valores associados a cada orbital, Vexs (7) é o potencial ex-
terno, geralmente o potencial nuclear no caso de dtomos
e moléculas, Vg (7) = flr%i?,‘n(F’)dg’r’ é o potencial de
Hartree e Vi (7) = %EXC [n] é o potencial de troca e
correlagao, que contém os efeitos quanticos da repulsao
entre elétrons, sendo obtido pela derivada funcional da
energia de troca/correlagdo, Fy.. O vinculo entre o sis-
tema auxiliar de Kohn-Sham e o sistema de particulas
interagentes se da impondo que ambos tenham a mesma

densidade, de forma que podemos escrever

Nocup
2
() = > ¢ (234)
i=1
onde Nycyp ¢ 0 nimero de orbitais ocupados. Esta

formulacao de Kohn-Sham motivou a implementagao
da DFT em cédigos computacionais, culminando no
prémio Nobel de Quimica de 1998 atribuido a Wal-
ter Kohn e John A. Pople [168]. Embora a DFT
seja uma teoria exata, sua implementagao por meio das
equagoes de Kohn-Sham, conforme as Eqs.233 e 234,
insere evidentemente algumas imprecisoes inerentes ao
método. Uma das principais estd associada ao poten-
cial de troca/correlagdo, obtido a partir da derivada do
funcional de troca/correlagdo e que descreve os efeitos
puramente quanticos de troca/correlagao. Este termo é
fundamental na implementagao da DFT, mas sua forma
exata mesmo na formulagao de Kohn-Sham é desconhe-
cida, exigindo assim aproximagdes. A primeira apro-
ximagao para o funcional de troca/correlagdo Ey.[n] é a
chamada aproximagao de densidade local [do Inglés: Lo-
cal Density Approzimation (LDA)], proposta por Kohn
e Sham ja no trabalho seminal de 1965 [166]. A LDA as-
sume que, em cada ponto, a densidade eletronica de um
sistema real pode ser tratada como se correspondesse a
densidade de um géds homogéneo de elétrons interagentes.
Desta forma, a energia de troca/correlagao é estimada lo-
calmente, considerando que os efeitos eletronicos em cada
regiao do espago sao analogos aos de um sistema unifor-
memente distribuido. O termo de troca é conhecido ana-
liticamente e o termo de correlagao pode ser calculado
com precisao arbitraria. A LDA fornece relativamente
bons resultados para estruturas eletronicas de sélidos,
parametros de rede, energias de coesao e propriedades
magnéticas de metais de transicdo. Apesar de subesti-
mar gaps eletronicos, descreve bem bandas eletronicas e
ligacoes quimicas em sistemas cristalinos.

Outra aproximagao importante para o funcional Ey.[n]
é denominada aproximacao do gradiente generalizado
[do Inglés: Generalized Gradient Approzimation (GGA)],
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que leva em consideracao o gradiente da densidade
eletronica, ﬁn(ﬁ, enquanto a LDA considera apenas a
densidade local. Exemplos de funcionais GGA incluem a
importante implementacao de Perdew—Burke—Ernzerhof
(PBE) [169]. A inclus@o da dependéncia do gradiente da
densidade permite que o GGA forneca descrigbes mais
precisas de sistemas com variacoes rapidas na densidade,
como moléculas, superficies e sistemas com fortes gradi-
entes de densidade como sélidos cristalinos complexos,
incluindo sistemas com defeitos pontuais e ligas. A apro-
ximagdo do gradiente meta-generalizado (meta-GGA),
por sua vez, é uma extensao da aproximagdo GGA para
o funcional de troca/correlagio na DFT. Enquanto a

GGA depende de n(7) e de Vn(7), a meta-GGA inclui
uma dependéncia adicional do Laplaciano da densidade
V2n(7) ou da densidade de energia cinética 7(7), que é
a densidade da energia cinética orbital-resolvida. Tal in-
clusdo aprimora a precisao na descricdo dos efeitos de
correlagéo/troca, embora aumente o custo computacio-
nal dos cédlculos. Além destes funcionais, os funcionais
hibridos sao uma importante classe de funcionais na DF'T
que combinam parte do termo de troca exato, obtido do
formalismo de Hartree-Fock, com funcionais aproximados
de troca/correlacao da DFT, como GGA ou meta-GGA

B = B+ (- EPT + EDT, (235)
onde a é um parametro ajustavel, geralmente determi-
nado empiricamente ou por primeiros principios. Essa
abordagem visa corrigir deficiéncias dos funcionais pu-
ramente baseados na densidade, especialmente a subes-
timacao dos gaps eletronicos e a descrigao inadequada de
estados excitados. A combinagao de uma fragao da troca
de Hartree-Fock EF com a troca de um funcional DFT
EDPFT além de um termo de correlacdo, resulta em uma
descrigao mais precisa das interagoes eletronicas, embora
a um custo computacional maior. Exemplos de funcio-
nais hibridos incluem o B3LYP [171], o PBEO [172] e o
HSE06 [173], que sdo amplamente utilizados em célculos
de moléculas e sélidos.

Vale mencionar que ferramentas de inteligéncia artifi-
cial (IA) estao sendo amplamente utilizadas para auxiliar
a chamada area de Ciéncia de Materiais Computacio-
nais, tanto no “treino” de redes neurais para simular a
dindmica molecular e se obter as propriedades estrutu-
rais e fisicas do sistema, quanto na realizacao de tarefas
mais simples, como escrever um script de visualizacao de
dados [174, 175]. Atualmente, com o uso de TA em tal
area, avancos significativos estao sendo feitos na predigao
das propriedades de sistemas de interesse, bem como em
simulagbes da sintese de determinados compostos [176],
fazendo com que em muitos casos a IA e a robdtica se-
jam unidas na busca pela descoberta de novos materiais
com potencial de aplicagoes tecnolégicas [177]. Apresen-
tamos aqui um exemplo da utilizacado de DFT para se ge-
rar orbitais moleculares na molécula de benzeno (CgHg)
como um caso de estudo. A Fig. 10 mostra a molécula de
benzeno e os 16 orbitais moleculares da molécula obti-
dos via célculo de primeiros principios utilizando o soft-

'
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Figura 10. Molécula de benzeno (CgHg), onde os dtomos na cor
preta sao C e os na cor branca H, e seus respectivos orbitais mo-
leculares, sendo que as cores azul e vermelho representam as duas
fases opostas da parte orbital da funcdo de onda. Figura gerada
com base nos cédigos disponibilizados na Ref. [170].

ware Quantum Espresso [178]. A Fig.10 demonstra a
utilizagao do DFT para um caso de estudo real, os quais
podem ser estendidos para situacoes fisicas mais comple-
xas, ver, por exemplo, as Refs. [152, 179].

J. Teoria do Funcional da Densidade (DFT) + U

Embora os funcionais LDA e GGA fornecam resulta-
dos confidveis e robustos para diferentes propriedades de
solidos, tais funcionais enfrentam importantes limitagoes
ao lidar com a descrigao de sistemas eletronicos forte-
mente correlacionados. Tais limitacGes incluem a fase
de isolante de Mott em muitos compostos de metais de
transigao [180], principalmente devido & falta de apro-
ximacoes eficazes e métodos computacionais apropria-
dos, além do desafio fundamental de obter informacoes
sobre correlagoes entre particulas com base apenas na
densidade de uma tunica particula [181]. Em sistemas
eletronicos fortemente correlacionados, o estado de cada
elétron depende do estado dos outros elétrons do sistema,
que estao acoplados, ou correlacionados entre si, por meio
da interagdo de Coulomb. Assim, trata-se de um pro-
blema real de muitos corpos e a situagao é muito diferente
do comportamento de um gis eletronico homogéneo.
Embora funcionais meta-GGA e hibridos possam me-
lhorar a descrigao de sistemas moderadamente correla-
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cionados, os mesmos também apresentam dificuldades
inerentes em “capturar” adequadamente os efeitos de
forte correlagao eletronica, necessitando assim de abor-
dagens adicionais, como a inclusao de corregoes de Hub-
bard na DFT, método denominado DFT+U [182, 183],
ou métodos além da DFT, como a Teoria de Campo
Médio Dinamico [do Inglés: Dynamical Mean-Field The-
ory (DMFT)] [184]. O formalismo DFT+U é comumente
utilizado para descrever bandas parcialmente preenchidas
de elétrons d ou f quando hé uma forte interagao nao lo-
cal entre os elétrons localizados. A interagdo de Coulomb
para a dupla ocupacao do mesmo nivel de energia como
no modelo de Hubbard requer um valor elevado de U
se o auto-estado é localizado, o que nao é bem descrito
pelos funcionais LDA e GGA. Seguindo o modelo de Hub-
bard, conforme a Eq. 68, o formalismo propoe introduzir
um termo de Hubbard U sobre a energia total obtida no
formalismo Kohn-Sham DFT (LDA ou GGA) [180], da
forma

UN(N —1)

U
EDFT+U _ pDFT 5 anj _ : 7

i#]

(236)

onde n; descreve os numeros de ocupagao dos orbitais
localizados d ou f e N representa o nimero total de
elétrons nestes orbitais, ou seja, N = ). n;, com o sub-
indice ¢ podendo incluir spin. O DFT+U é relativamente
“barato” em termos computacionais e amplamente im-
plementado nos principais cédigos da DFT, como VASP,
Quantum Espresso e SIESTA, dentre outros. O DFT+U
corrige a subestimacgao do gap de energia em isolantes de
Mott, fornecendo melhores estimativas para proprieda-
des eletronicas de sistemas com elétrons 3d e 4f. Entre-
tanto, o valor de U nao é determinado automaticamente,
a priori, geralmente sendo ajustado empiricamente ou
calculado por métodos como o da Aproximacao de Fase
Randémica [do Inglés: Random Phase Approximation
(RPA)] [185], DFT restrita [186], Gunnarsson [187] e o de
resposta linear [188]. Timrov, Marzari e Cococcioni pro-
puseram um codigo computacional que implementa um
método baseado na Teoria de Perturbagdo do Funcional
da Densidade [do Inglés: Density Functional Peturbation
Theory (DFPT)] para determinar U de forma autoconsis-
tente e por primeiros principios [189]. Essa abordagem
evita o uso de supercélulas e reduz o “custo” compu-
tacional, proporcionando uma forma mais sistemaética e
eficiente de determinar U em sistemas eletronicos forte-
mente correlacionados. Por fim, vale mencionar que o
DFT + U é apropriado para se descrever a fase metélica
ou isolante ja estabelecidas, nao sendo possivel capturar
a transicao metal-isolante de Mott variando o valor de
U por tal abordagem. Vale mencionar que em sistemas
eletronicos fortemente correlacionados, o DFT+U tem
sido empregado para se determinar a estabilidade estru-
tural e termodinamica de 6xidos que contém Molibdénio
(Mo), como por exemplo na familia AMoOs (A = Li, Na
ou K) [190].
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K. Aproximagao GW

Paralelamente ao desenvolvimento do DMFT e do
DFT+DMFT, a aproximacao GW (GWA) [191] surgiu
dentro do formalismo da teoria de perturbacao de muitos
corpos. Tal abordagem é fundamentada nas equagoes de
Hedin, nas quais a auto-energia é expressa como o pro-
duto da fungao de Green interagente G e da interagao
coulombiana blindada W, = é~1v, onde ¢ representa a
constante dielétrica complexa, evidenciando que o poten-
cial de Coulomb v é reduzido pela blindagem, conforme
descrito pelo conceito de quasiparticulas [192]. Vale men-
cionar que W, e € foram utilizados neste ponto para nao
confundir com outras grandezas definidas neste traba-
lho. Na GWA, os efeitos da fungdo vértice sdo negli-
genciados, resultando em uma descri¢ao simplificada da
auto-energia X" sendo computado como

»EW(1;2) = i/G(1,3) W.(3%,2)d(3), (237)
onde os nimeros nos argumentos representam as coorde-
nadas espaciais e temporais, como por exemplo 1 = 7, t1,
e té" = t3 + 07 representa um tempo infinitesimalmente
posterior a t3 para garantir a ordenagao temporal cor-
reta. A Eq.237 é frequentemente representada também
por meio de diagramas de Feynman, da forma [193]

(233)

Os diagramas de Feynman representam pictoricamente
termos individuais de expansoes perturbativas na teoria
de muitos corpos. Na Eq.233, Z¢%W corresponde ao di-
agrama de ordem mais baixa de uma expansao em série
da auto-energia em termos de interacoes efetivas. Assu-
mindo que XYW — V. é pequeno e pode ser utilizado
como potencial perturbativo, a diferenca entre a equagao
de quasiparticula

(o + 2(e2)] wil(7) = X u(m), (239)
onde ho é o Hamiltoniano de Hartree-Fock, e a equagao
de Kohn-Sham, conforme a Eq.233, assumindo que os
auto-estados de Kohn-Sham descrevem bem os estados
de quasiparticula, resulta em

& = e = (PFO[B(GT) = Vear o) . (240)
A auto-energia depende da energia de quasiparticula e?P,
tornando a equagao de quasiparticulas nao trivial de se
resolver. Para obter uma estimativa pratica de eiQP, ex-
pandimos ¥ em torno da energia de Kohn-Sham efs,
assumindo que ¥(w) varia suavemente nessa regiao

2(e) (el + B (e o) o)

3 ]
‘UJEKS
i
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Substituindo o resultado da expansao perturbativa na
Eq. 240 e rearranjando os termos, obtemos

(PI[B(e®) = Vae| 21%)

IERCE e

Definindo o fator de renormalizacao Z* como

QP KS .
Ei — Ei ~

(242)

Z" = |1 (]

\#{S)] ;o (243)

03 (w)
Ow w—eKsS

podemos expressar a correcao na energia da quasi-
particula como

&~ € + 27 (GS[D() — Vae0fF) . (244)
Esta equagao representa a aproximagao de quasiparticula
e descreve como a auto-energia Y corrige os autova-
lores de Kohn-Sham [194]. A aproximacdo GWA ¢é
uma abordagem adequada para determinar a lacuna de
energia eletronica de materiais, pois descreve de forma
acurada os estados excitados. A inclusdo dos efeitos
de quasiparticula, que sao inerentes ao formalismo das
funcoes de Green, permite uma predigao confidvel das
propriedades eletronicas, alinhando-se com resultados ex-
perimentais obtidos por técnicas como a espectrosco-
pia de fotoemissdao com resolu¢do angular [do Inglés:
Angle-Resolved Photoemission Spectroscopy (ARPES)].
Enquanto a DMFT aprimora a descrigao das correlagoes
locais, a abordagem GW contribui para uma melhor
descricao da estrutura de bandas de fundo ao incluir
correlagoes de longo alcance, permitindo que efeitos de
forte correlagao eletronica locais sejam adequadamente
incorporados. Isso leva naturalmente & combinacao
GW+DMFT, que combina as vantagens de ambas as me-
todologias.

L. Teoria de Campo Médio Dindmico (DMFT)

No final dos anos 1990, o desenvolvimento da DMFT
trouxe um grande avanco na descricao de sistemas
eletronicos fortemente correlacionados. Essa abordagem
permitiu ir além do método DFT+U, incorporando efei-
tos dinamicos na auto-energia local, que nao sao cap-
turados pela aproximacao estatica de Hartree-Fock. Isso
levou ao surgimento do DFT+DMFT, um método ampla-
mente bem-sucedido na simulagao de sistemas eletronicos
complexos [195]. A DMFT é formulada considerando que
cada sitio atomico de um cristal se comporta como um
problema de impureza embebido em um meio eletrénico
autocoerente, sendo o Hamiltoniano de Hubbard, con-
forme a Eq. 68, frequentemente utilizado como ponto de
partida. Na DMFT, a auto-energia na representacao de
Lehmann, X(w), depende apenas da frequéncia w e nao

de k, ou seja, considera-se uma aproximacao local para
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os efeitos de correlagao em termos da funcao de Green
Gp(w), da forma [184]
1

G’z(w):w—I—u—Ek—Z(w)'

(245)

A auto-energia Y (w) pode ser determinada autocon-
sistentemente resolvendo um problema de impureza
quantica, geralmente por métodos numéricos como
Monte Carlo Quéantico [do Inglés: Quantum Monte Carlo
(QMC)], diagonalizagdo exata, ou Grupo de Renorma-
lizagdo Numérica [do Inglés: Numerical Renormalization
Group (NRG)]. Com isso, a energia total em DMFT pode
ser expressa como [184]

1
EDPMFT _ Z €N, T §U Z<niTn7¢>’

o

(246)

onde njp € a ocupagao eletronica determinada pela

fungéo de Green corrigida pela auto-energia X (w).

A combinagao de DFT com DMFT, por exemplo, tem
se mostrado muito relevante para se explorar, em parti-
cular, a nemética orbital e a supercondutividade do tipo
s-wave no sistema supercondutor NdNiOy [196].

V. A FI:SICA EXPERIMENTAL NA
INVESTIGACAO DE FENOMENOS ORIUNDOS
DE FORTE CORRELACAO ELETRONICA

Todos sabemos que a Fisica é uma Ciéncia empirica,
ou seja, é necessaria a comprovagao experimental de te-
orias, modelos e abordagens tedricas [197, 198]. Den-
tro do escopo do que foi discutido neste trabalho, um
tépico de grande interesse é como se explorar experi-
mentalmente os fendmenos aqui discutidos. Neste con-
texto, tais fenomenos podem ser explorados, por exem-
plo, através da investigacao dos condutores molecula-
res das familias k-(BEDT-TTF),Y e (TMTTF)2 X, con-
forme a Fig.1, onde BEDT-TTF representa a molécula
de bisetilenoditio-tetratiafulvaleno, TMTTF a molécula
tetrametiltetratiafulvaleno; X e Y contra-dnions mono-
valentes. Tais sistemas tém despertado interesse da co-
munidade cientifica devido a sua baixa dimensionalidade,
a qual estd associada com a possibilidade de se obter uma
fase supercondutora em altas temperaturas [199]. De
acordo com os diagramas de fases mostrados na Fig. 1,
pode-se observar que é possivel alterar o ground-state
destes compostos ao substituir o contra-anion, conforme
a Fig.11, de modo que a sobreposicao de orbitais sera
afetada alterando assim as propriedades fisicas do mate-
rial. Uma outra maneira de alterar o estado fundamental
¢ aplicar pressao hidrostatica no sistema [15, 16].

Uma das possiveis técnicas para se explorar experi-
mentalmente como as propriedades dos materiais aqui
discutidos sdo alteradas ao se variar um parametro de
controle, como T, é a utilizacao do chamado método
de contato elétrico de dois pontos para se medir cons-
tante dielétrica (Fig.12). Para tal, duas das faces da
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amostra de interesse sao pintadas com uma tinta con-
dutora, emulando as placas metdlicas de um capacitor
e a amostra, o dielétrico, conforme painel interno da
Fig. 12. Assim, através de medidas sisteméticas da cons-
tante dielétrica, por exemplo para os sais de Fabre, é
possivel observar um méximo, podendo ser do tipo peak-
like ou bump-like, da parte real da constante dielétrica na
temperatura de transi¢do de fase, conforme a Ref. [127].
Tal assinatura estd associada a transicao de fase no sis-
tema de paraelétrico para ferroelétrico, uma vez que a
constante dielétrica estd relacionada com a polarizacao
clétrica P do sistema [58]. Desta forma, utilizando medi-
das de constante dielétrica, podemos verificar o estabe-
lecimento de uma fase ferroelétrica de Mott-Hubbard, a
qual pode ser descrita pela Eq. 69 [104, 127]. As familias
de sistemas aqui destacadas sao amplamente investigadas
por apresentarem tal fase ferroelétrica de Mott-Hubbard
[15, 127, 200] e por existirem evidéncias de que tal fase
possa ser magnetoelétrica/multiferroica [201, 202].
Existem atualmente diversas técnicas experimentais
bem estabelecidas que sao empregadas para se explo-
rar as exOticas fases da matéria, como por exemplo
medidas de calor especifico, magnetizagao e susceptibi-
lidade magnética, apenas para citar alguns exemplos.
Do ponto de vista microscopico, técnicas como res-
sonancia magnética nuclear [do Inglés: Nuclear Mag-
netic Resonance (NMR)] [116, 203], ressonancia para-
magnética eletronica [do Inglés: Electron Paramagne-
tic Resonance (EPR)] [204, 205], espectroscopia Raman
[206], entre outras, sdo empregadas para se explorar o
possivel cardter multiferroico/magnetoelétrico em siste-
mas da familia TMTTF, permitindo ter acesso a mo-
dos de vibracao especificos da molécula de TMTTF. Do
ponto de vista macroscépico, medidas do coeficiente de
expansao térmica de alta resolucao desempenham um pa-
pel fundamental no estudo de transigoes de fase, visto
que tal coeficiente incorpora em sua definicdo variagoes
da energia livre F' com relagao ao volume v e a tempera-

Figura 11. Estrutura cristalina da molécula de (TMTTF)2ZFg
projetada no plano a-c. O contra-dnion ZFg (Z = P, Sb e As,
sendo Z o dtomo centrado no octaedro) estd representado como um
octaedro nos vértices da célula unitdria triclinica (linhas sélidas
na cor preta). Os 4tomos representados sdo Enxofre (amarelo),
Carbono (preto), Hidrogénio (branco) e Flior (azul).
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a compressibilidade isotérmica. Portanto, ao passar por
uma transigao de fase, como por exemplo a transigao MI
de Mott, oy, apresenta uma assinatura neste regime pois
a variacdo da energia livre AF é méaxima na tempera-
tura de transicdo, tornando oy, uma grandeza sensivel
na exploracao de transi¢goes de fase experimentalmente,
conforme as Refs. [16, 22]. Em geral, podemos explorar o
rico diagrama de fases dos metais moleculares aqui men-
cionados através de variagoes de pressdo e/ou tempera-
tura. Vale mencionar que o composto (TMTSF),PFg
apresenta uma fase supercondutora com sua tempera-
tura critica de T, = 0,9 K sob pressao de 12kbar, sendo
de interesse da comunidade cientifica para o estudo de
fenémenos fortemente correlacionados [9].

tura T, ou seja, o = —Kr (aQ—F) [50, 207], onde Kk é

A. A relevancia da Fisica de baixas temperaturas e
um exemplo de infra-estrutura experimental

O interesse da comunidade cientifica em explorar bai-
xas temperaturas estd associado ao estudo de excitagoes
fundamentais da matéria [50, 209]. Conforme a tempera-
tura do sistema é reduzida, a energia térmica do sistema
é diminuida e assim outras escalas de energia presentes
passam a se tornar dominantes, como por exemplo U
e W, conforme discutido ao longo deste artigo. Desta
forma, conseguimos ter acesso a excitagoes eletronicas

T
fio de ouro

amostra ’

150}

0 9° 2

A
140 150 160 170 180 190
T(K)

Figura 12. Parte real da constante dielétrica &’ versus tempera-
tura T para as variantes hidrogenada (Hi2 - laranja) e deuterada
(D12 - azul) do sistema (TMTTF)2SbFs. O méximo de &’ estd as-
sociado & transicdo ferroelétrica de Mott-Hubbard [127]. A barra
de erro é indicada em cada um dos conjuntos de dados. Na parte su-
perior do painel interno é mostrada uma representagdo esquematica
do método padrao de contato elétrico de dois pontos: as faces pa-
ralelas da amostra sdo pintadas com uma tinta condutora e fios de
ouro revenidos de 20 pm de diametro sao fixados, de modo a simu-
lar um capacitor de placas paralelas, sendo a amostra o dielétrico.
Na parte inferior do painel interno é mostrada uma foto real de
uma amostra ji contactada em um soquete isolante elétrico. Fi-
gura adaptada da Ref. [200].
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de interesse, como por exemplo uma fase supercondu-
tora [3], a transicio MI de Mott [22] e a transicdo de
carga ordenada [15], apenas para citar alguns exemplos.
No contexto da supercondutividade, se T' for aumentada
acima da chamada temperatura critica, os pares de Co-
oper sao “quebrados”, fazendo com que o sistema deixe
de ser supercondutor. Neste contexto, diversas técnicas
de resfriamento sdo utilizadas para se explorar os varios
tipo de excitagbes e manifestagoes exoticas da matéria
aqui mencionadas, como por exemplo criostatos de di-
luigao de “He e *He [50], resfriamento a laser [210, 211],
desmagnetizagdo adiabdtica [90, 212] e refrigeracao nu-
clear [213].

Visando materializar um exemplo de infra-estrutura
experimental que foi construida para se explorar, em
particular, sistemas onde fenémenos de forte correlagao
eletronica se manifestam, discutimos no que segue sobre
o Laboratorio de Fisica do Estado Sélido da Unesp de Rio
Claro, SP (www.rc.unesp.br/mariano), conforme Fig. 14.
Com o apoio financeiro da agéncia de fomento Fundagao
de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP)
(Processo no. 2011/22050-4) o laboratério conta com
um criostato Teslatron-PT (14K < T < 300K; B <
12T) fornecido pela empresa Ozford Instruments, ope-
rando com um ciclo fechado do tipo tubo pulsado de *He.

Figura 13. Célula dilatométrica homemade (nao-comercial) de
quartzo utilizada para se medir expansdo térmica com resolugao
abaixo do raio de Bohr (Al ~ 0,05 — 0,1A) para amostras da ordem
de 1 mm de comprimento (auxilio FAPESP ndmero 2011/22050-4).
Para se obter o coeficiente de expansao térmica, o método capaci-
tivo é empregado [208]. A capacitancia é medida utilizando quatro
cabos, dois cabos em cada placa, representados pelas setas ver-
melhas. Desta forma, uma média da capacitancia medida em um
intervalo de tempo é realizada com o objetivo de minimizar os efei-
tos da falta de paralelismo entre as placas. A amostra (destacada
pelo circulo amarelo) é posicionada na extremidade de um cilindro
de quartzo e fica em contato direto com a placa mével do capacitor.
A medida que a temperatura é variada, a amostra contrai/expande
e a distancia entre as placas do capacitor é alterada, modificando a
capacitancia medida. Com base nos dados obtidos de capacitancia
versus temperatura, é possivel se obter o coeficiente de expansao
térmica em funcao da temperatura.
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Figura 14. Vista panoramica do Laboratério de Fisica do Es-
tado sélido na Unesp de Rio Claro, SP, o qual possui um crios-
tato Teslatron de ciclo fechado que opera com *He em tempera-
turas da ordem de 1,4K < T < 300K com aplicacao de campos
magnéticos B < 12T utilizando uma bobina supercondutora de
NbTi. O laboratério foi idealizado especialmente para se realizar
a exploragao da fisica de sistemas eletronicos fortemente correla-
cionados (auxilio Fapesp numero 2011/22050-4) via medidas de
constante dielétrica quase-estatica, polarizacdo elétrica, expansao
térmica de alta resolugdo em funcio de T' e B e medidas de magne-
tostrigdo [25, 127, 200, 214-224], apenas para citar alguns exemplos.

O aparato experimental incorpora uma ponte de capa-
citancia Andeen-Hagerling (frequéncia fixa f = 1kHz),
capaz de medir capacitancias da ordem de 1076 pF, e
uma célula dilatométrica (Figura13) capaz de detectar
variagoes de comprimento menores que o raio de Bohr (Al
~ 0,05—-0,1 A; considerando uma amostra com ! ~ 1 mm).
Vale mencionar que, até onde nos consta, um sistema ca-
paz de medir o coeficiente de expansao térmica com tal
resolugao em um sistema de ciclo fechado é dnico no he-
misfério sul. Essa infraestrutura, aliada aos equipamen-
tos disponiveis, possibilita a realizagao de medidas sis-
teméticas em fungao da temperatura e campo magnético
de resisténcia elétrica, polarizacao elétrica e expansao
térmica, bem como medidas de magnetoestricao. Me-
rece destaque o fato de que a contribuicao ionica para a
fase ferroelétrica de Mott-Hubbard e o comportamento
do tipo Higgs préximo a transigdo MI de Mott/carga or-
denada sao exemplos de tépicos que vem sendo explo-
rado no referido Laboratoério de Fisica do Estado Sélido
[127, 200]. Por fim, vale mencionar que tal base experi-
mental motivou diversos outros trabalhos tedricos por al-
guns de nés acerca, por exemplo, da proposta de uma fase
do tipo Griffiths [27], a maximizagao de efeitos caléricos
na vizinhanga de pontos criticos [122], proposta de re-
alizacdo de magnetizagdo adiabdtica [212, 225] e a in-
vestigacao do conceito de pressao negativa em diferentes
contextos [226].

VI. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste artigo, introduzimos de forma compreensivel os
tépicos associados a alguns fendémenos decorrentes de
forte correlacao eletronica. Apresentamos conceitos fun-
damentais neste campo, como o formalismo em segunda
quantizacao do Hamiltoniano de Hubbard. Discutimos
alguns tépicos atuais de pesquisa e sistemas de interesse,
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bem como alguns métodos experimentais comumente uti-
lizados para se explorar sistemas eletronicos fortemente
correlacionados. Isto inclui a competicao entre a fase iso-
lante de Mott e o aparecimento de supercondutividade,
a relevancia da Fisica de baixas temperaturas e medidas
de expansao térmica de alta resolucao, entre outros te-
mas. Este trabalho foi escrito em Portugués visando ser-
vir como uma “porta de entrada” para o piublico amplo
da lingua portuguesa interessado em atuar no fascinante
campo de pesquisa dos sistemas eletronicos fortemente
correlacionados. Como perspectiva, destacamos o desa-
fio de se entender o mecanismo fisico que da origem a
emergéncia de uma fase supercondutora a partir de um
isolante de Mott; materiais que se tornem superconduto-
res proximos a temperatura e pressao ambiente e a teoria
correspondente para descrever tais sistemas, bem como o
entendimento da transi¢do supercondutor-isolante [227] e
a realizagao de supercondutividade no Hidrogénio, con-
forme proposto por Ashcroft [228], apenas para citar al-
guns exemplos.
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